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LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

SUR LA THÉORIE DES 

FONCTIONS ANALYTIQUES 



INTRODUCTION. 



SECTION I. 

LES FON'CTIONS EN GÉNÉRAL. 



§ I. — PaÉLIHINAIBES. 

• 

1. L'idée de nombre et la notion de fonction sont ù la base de 
l'Analyse. 

On a d'abord considéré le nombre entier positif (*). Aussi les 
premiers Chapitres de la Science mathématique sont-ils consacrés 
à l'étude des propriétés du nombre entier, par suite à l'Arithmé- 
tique et à l'Algèbre (^). A leur domaine, on rattache les fonctions 
entières de variables entières et positives, à coefficients entiers et 

(*) « Le seul objet propre de la pensée mathématique, c'est le nombre entier 
positif. C'est le monde extérieur qui nous a imposé le continu, que nous avons 
inventé sans doute, mais qu'il nous a forcés à inventer. Sans lui, il n'y aurait 
pas d'analyse infinitésimale; toute la science mathématique se réduirait à l'Arith- 
métique ou à la Théorie des substitutions.... Sans doute, on vous dira qu'en 
dehors du nombre entier, il n'y a pas de rigueur et« par conséquent, pas de 

vérité mathématique Ne soyons pas si puristes et soyons reconnaissants au 

continu qui, si tout sort du nombre entier, était seul capable d'en faire tant 
sortir. » Poincaré, Sur les rapports de l'Analyse pure et de la Physique 
mathématique {A. M», t. XXI, p. 238). 

(^) ^f- MoLK, A, M., t. VI, p. 2. En Algèbre, le procédé le plus important est 
le calcul littéral : son emploi même est si général qu'on le prend souvent comme 
synonyme à* Algèbre. 

F. I 
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positifs, car rétiide de pareilles fonctions revient à celle de sys- 
tèmes de nombres entiers : on y ramène les nombres rationnels, 
positifs ou négatifs, car une égalité contenant des nombres ration- 
nels peut être transformée en égalité équivalente, ne renfermant 
que des entiers positifs. 

En Analyse, on envisage aussi les nombres irrationnels (*), algé- 
briques ou transcendants (^), et les grandeurs continues. Les gran- 

(') Il y a plusieurs manières de présenter la-définition des nombres irrationnels 
(cf. Encyklopàdie der mathem. Wissenschaften, t. I, p. 53). On peut, par 
exemple, d'après Dedekind, adopter le procédé suivant : 

I. Séparons les nombres rationnels en deux classes (on les représentera par des 
petites lettres et des majuscules) telles que : i" chaque nombre rationnel appar- 
tienne à l'une des deux classes; a** chaque nombre A de l'une des classes soit 
supérieur à un nombre quelconque a de l'autre classe; 3<* il n'y ait pas parmi les 
nombres de la classe a de nombre plus grand que tous les autres, et parmi les 
nombres de la classe A de nombre plus petit que tous les autres. 

Cette loi de séparation servira de définition à un nombre irrationnel a. On lui 
donnera sa place dans l'échelle des nombres rationnels, en disant que, par défi- 
nition, a surpasse les nombres rationnels a et est inférieur aux nombres 
rationnels A. On comparera deux nombres irrationnels a(a, A), p(6, B) ainsi 
définis, en disant que a est plus petit que ^, et ^ plus grand que a (on écrira 
a< p, P > 0^)} lorsque chaque nombre a est inférieur à chaque nombre B. 

II. Considérons une suite illimitée de nombres rationnels ou irrationnels allant 
en croissant Oq, a,, . . ., a„, . . . tous inférieurs à un nombre fixe L. A cette suite cor- 
respond une séparation des nombres rationnels en deux classes. Les uns sur- 
passent tous les termes de la suite; je tes appelle A et je représente les autres 
par a (notons que, dans cette suite a, il n'y a pas de terme supérieur à tous les 
autres). 

Deux cas sont possibles : i** dans la suite A, il n'y a pas de nombre plus petit 
que tous les autres. Alors les deux suites (a. A), jouissant des trois propriétés 
énoncées au n" I, définissent un nombre irrationnel a. On dira que la suite donnée 
définit aussi ce nombre a; a** dans la suite A, il y a un terme minimum A^. La 
suite donnée définira alors le nombre A^ lui-même. 

Suivant les cas, on écrira lima,^= a; lima„= A^. 

Réciproquement, chaque nombre irrationnel défini par le premier procédé peut 
être regardé comme déterminé par cette suite de nombres croissants. 

Ces définitions permettent de passer à celles de somme, de dilTérencc, de pro- 
duit, de quotient de deux nombres irrationnels, et d'élendre à ces nombres les 
règles de calcul applicables aux nombres rationnels (c/. Tannery, Introduction 
à la théorie des fonctions d'une variable. — SrohZy A llgemeine Arithmetik, etc.). 

(') Par nombre algébrique on entend les racines des équations algébriques 
à coefficients entiers (les racines des équations à coefficients algébriques sont 
aussi des nombres algébriques). Aux nombres algébriques sont opposés les 
nombres transcendants : par exemple, les deux nombres fondamentaux en 
Mathématiques, e et r, sont transcendants, comme Tout montré Ucrmite (1873) 
et M. Lindcmann (1882). 
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deurs réelles, associées suivant des conventions déterminées, con- 
duisent aux grandeurs complexes, dont on peut encore rattacher 
la définition à celle des congruences de module x^-\- i (*). 
A Tétude du nombre se joindra celle de la foaction. 

2. La notion de fonction est aujourd'hui d'une extrême géné- 



(^) Les nombres imaginaires ou impossibles furent introduits au xvii* siècle 
pour permettre dans tous les cas la résolution des équations d'abord du second 
degré, puis du troisième et du quatrième : ils permirent à Euler de découvrir un 
lien entre les fonctions trigonométriques et l'exponentielle. Les doutes relatifs 
à la légitimité de leur emploi cessèrent après les résultats obtenus par Gauss(en 
Algèbre et dans la Théorio des nombres), Abel et Jacobi (dans celle des fonc- 
tions elliptiques) [cf. Gauss, Œuvres, t. III, p. 3. C'est lui qui substitue au mot 
imaginaires le terme plus heureux grandeurs complexes {Œuvres, t. II, 

P- »72)]. 

Cauchy les rattacha d'abord au calcul symbolique. « L'emploi des équations 

symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d'écrire sous une 

forme abrégée des résultats compliqués en apparence... » (Résumés de Turin; 

Œuvres, 2* série, t. X, p. ii6). A ce point de vue on peut relier celui d'Ha- 

milton qui regardait les imaginaires comme des grandeurs associées soumises 

à certaines règles de calcul. C/. aussi MeRxVY, Leçons nouvelles sur l'Analyse, 

t. I, Chap. III. « Nous considérerons une imaginaire comme constituée par la 

simple association, dans un ordre déterminé, de deux quantités quelconques.... » 

Plus tard, Cauchy ramena leur théorie à celle des congruences {Sur la théorie 

des équivalences algébriques substituée à celle des imaginaires. Exercices 

d'Analyse et de Physique, t. IV, p. 87; 1847). l^eux polynômes /(ar) et oix) 

sont dits congrus ou équivalents suivant le module g{x) lorsque leur difi'érence 

est divisible par g{x). D'après la notation donnée £n Arithmétique par Gauss, 

on écrit 

f{x)-. 'f (jr) [moàg{x)]. 

Des congruences algébriques relatives au même module peuvent, comme les 
congruences arithmétiques, être combinées par voie d'addition et de multipli> 
cation. Prenons pour module ^'+1, et remplaçons la lettre x par 1, qui sera 
ainsi une quantité réelle indéterminée. Un p(»Iynome sera congru à zéro (une 
imaginaire sera nulle), lorsque le nombre a + t^ obtenu en y remplaçant P 
par — I sera nul pour toute valeur de 1. De là la justification de toutes les règles 
de calcul. 

De là aussi l'emploi d'imaginaires autres que v~>i comme on le fait dans des 
recherches spéciales d'Arithmétique : cela revient à substituer à jt^h- i un autre 
module {cf. Molk, A, M., t. VI, p. 8). 

La notion de nombre complexe a encore été éclaircie par les recherches de 
Wcierstrass sur les nombres complexes à n unités principales {Œuvres, t. Il, 
p. 3ii; i883) et surtout, depuis que M. Poincaré a ramené leur théorie à une 
question concernant la théorie des groupes (C. B., 1884, a* semestre, p. 740. — 
Lic-ScHEFFKKS, Vorlcsungen liber endliche continuierliche Gruppen. p. G21). 

Cf. aussi Encyklopadie der mathem. Wissensch., t. I, p. 147. 
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ralité; mais c'est par une série d'évolutions que Ton est arrivé 
à cette extension (*). * 

On est parti d'expressions analytiques simples, et de combinai- 
sons simples de ces expressions. « Les premiers analystes, dit 
Lagrange (^), n'avaient employé le mot Ae fonction que pour dési- 
gner les puissances d'une même quantité. On en a ensuite étendu 
la signification à toute quantité formée d'une manière quelconque 
d'une autre quantité ; il est aujourd'hui^adoplé pour exprimer que 

a4*^-M^A^/irf^wtala valeur d'une grondeur dépend suivant une loi dé t tim i né 4 a d'une 

, ou plusieurs autres- » Et ailleurs, précisant ces lois, il les ramène 

' principalement a la dérivation, a 1 intégration, et au développement 

en série. 

C'était bien l'idée d'Euler, qui regardait comme une fonction 
ce qui a une expression analytique déterminée (^), Il restrei- 
gnait, il est vrai, cette définition, en ajoutant implicitement des 
conditions concernant la continuité de la fonction, l'existence et 
la continuité des dérivées. C'est que les fonctions s'introduisaient 
à l'occasion de problèmes pratiques tirés de la Géométrie, de 
la Mécanique ou de la Physique. Leur mise en équation comme 
leur solution reposait sur des hypothèses regardées peut-être 
comme nécessaires, alors qu'elles étaient surtout commodes et 
approximativement exactes. La conséquence en était le rejet de 
fonctions ne jouissant pas des propriétés correspondantes, comme 
de créations purement artificielles ou dont on n'avait même pas 
l'idée. 



/ (*) Leibniz et les Bernoulli semblent, les premiers, avoir donné à ce mot une 

' acception large {cf. Liouville, J. Af., 1837, p. 71). y 

J^/ (') Leçons sur le calcul des fonctions {Œuvres, t.^la, p. 9). — Sur les tra- 

vaux des géomètres du xviii* siècle, cf, Bertrand, Calcul différentiel et inté- 
gral, 1. 1. Préface, p. a8 et suiv. — Lacroix, Calcul différentiel et intégral, 2» édi- 
tion, t. I. Préface (1810). (On peut considérer cet Ouvrage comme résumant bien 
l'analyse ancienne, celle qui a précédé les travaux de Cauchy et d'Abel.) 

(') Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quomodocumque 
composita ex illa quantitate variabili. Il donne comme exemples : a 4- 3^, 

az — ^zZy az-h b^aa — zz, c*, etc. {/ntroductio in Analysim, édition de 1797, 
p. 4)* Lacroix définit la fonction <c toute quantité dont la valeur dépend d'une 
ou de plusieurs autres, qu'on sache ou qu'on ignore par quelles opérations il 
faut passer pour remonter de celles-ci à la première.... Ainsi... la racine d'une 
équation du cinquième degré... est fonction des coefficients de l'équation » 
(t. I, p. i). 
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Néanmoins, ce fut à ^occasion d'une question de Physique ma- 
ihémalique, lors de la fameuse discussion relative au problème des 
cordes vibrantes (n" 83), que l'idée de fonction s'élargit et que 
l'étude des fonctions discontinues se développa. Â ces progrès, 
Fourieret Dirichlet eurent une grande part. 

Citons aussi Cauchy el Riemann. Ce dernier insiste sur ce qu'une 
' théorie des fonctions en doit donner la figuration, indépendam- 
ment d'une méthode permettant de les déterminer par des opé- 
rations exécutées sur les grandeurs (*). 

Ces travaux conduisaient à ne plus faire dépendre l'existence 
d'une fonction de la préexistence d'une expression analytique. 
Ainsi, la définition d'Euler se trouvait trop étroite; car à des 
conceptions possibles et même très importantes peuvent corres- 
pondre des fonctions n'ayant pas d'expression analytique unique 
dans tout leur domaine d'existence. Elle était trop large, si l'on se 
bornait à l'étude des fonctions intéressantes, car à une expression 
analytique donnée peut correspondre un ensemble de valeurs 
ayant des propriétés si dissemblables dans des régions voisines, 
qu'il est peu convenable de le considérer comme déGnissant une 
fonction ou du moins une fonction unique (^). 

Quant aux fonctions continues, c'est le Mémoire de Riemann 
sur les séries trigonométriques qui inspira les premiers doutes sur 
l'existence de leur dérivée ('*). A cette occasion, Riemann géné- 
ralisa la notion d'intégrale définie et l'appliqua à des fonctions 
discontinues dans tout intervalle. Il en résultait indirectement 
(Riemann, sans rien publier, fit connaître cette conclusion) que 
les fonctions continues îi^ont pas forcément de dérivée (*). Le 
premier, Weierstrass donna un exemple de fonction continue d'ar- 
gument réel n'ayant de dérivée déterminée pour aucune valeur 



(^) Dissertation inaugurale. Œuvres, i'* édition, p. 38 (traduction Laugel, 

P- 47)- 

(^) En parlant du prolongement analytique (n" 187), nous reviendrons sur le 
sens que l'on peut donner à ce mot une même fonction. 

(^) Œuvres» p. 225 (Irad. Laugel, p. 239). 

(*) Ce qui résulte d'abord des travaux de Riemann, c'est l'existence de fonc- 
tions continues qui, dans tout intervalle, n'ont pas de dérivée en une infinité 
de points y alors quen général elles ont des dérivées dans cet intervalle. Pour 
des exemples, c/. Dauboux, A. E, N., 1876; p. 93. — Picard, Analyse^ i* édi- 
tion, t. I, p. 218. 
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de cet argument (* ). Peu après, M. Darboux en présenta des types 
variés : fonctions continues sans dérivée pour les valeurs com- 
mensurables, pour les valeurs incommensurables, pour toutes les 
valeurs de la variable (^). 

3. Aujourd'hui, il y a fonction dès que l'on imagine entre deux 
variables (ou bien entre une variable et un système de valeurs 
d'autres variables) une correspondance telle que, l'une étant 
déterminée, l'autre ait sa valeur fixée. Peu importe le procédé 
par lequel on a établi cette correspondance, et les conséquences 



(*) Académie de Derlin, i8 juillet 187a (Weierstrass, Œuvres, t. II, p. 71). 
La série de Weierstrass a pour expression 



(o" cosa" J7it); 



X est une variable réelle, a un entier impair >i, 6 une constanle positive <i, 
ab un produit supérieur à un nombre fixe. ( Voir aussi du Bois-HeymonD| J, de 
Crelle, t. 79, p. 29. — Wiener, /. de Crelle, t. 90, p. 2a i. — Jordan, Analyse, 
2* édition, t. I, p. 3i6.) 



Celle de Ricmann serait 



1 



sin«'a7 



n- 



Cf. aussi du Bois-Heymond, Théorie générale des fonctions (traduction Mil- 
haùd). Il appelle fonctions orthoïdes celles qui ont une dérivée. « Ce n'est pas 
Tanorthoïdie en des points isolés qui est un caractère distinctif de la Mathéma- 
tique moderne, mais Tanorthoïdie /^erma/iCAi/e de certaines fonctions.... Si, aux 
valeurs d'argument distinctes, on fait correspondre d'une manière convenable dos 
valeurs de fonctions distinctes, il se forme pour la fonction, dans le plus petit 
intervalle qu'on puisse imaginer, des différences de valeurs qui ne correspondent 
plus à l'image d'une courbe visible. La première idée d'une pareille correspon- 
dance est plutôt due à Lejeune-Dirichlet : il a incidemment recours à une fonc- 
tion qui prend pour des valeurs rationnelles de l'argument une valeur constante c, 
et pour les valeurs irrationnelles une autre valeur d. Biemann nous a ensuite 
enseigné une méthode pour former des fonctions de ce genre : elle consiste 
à additionner une série de fonctions auxquelles on donne certaines oscillations ou 
discontinuités de plus en plus fréquentes... » (p. lao). 

La fonction de Dirichlot à laquelle il est fait allusion (cf. J. de Crelle, t. 4, 
p. 169) peut être définie par l'égalité 

y = {c — d) lim lim cos n ! w a?*" -h rf. 

/l = M //l — « 

(') Mémoire sur les fonctions discontinues {A. £. A'., 1875, p. 57; 1879. 
p. itj5. Voir aussi une note du n° '20. 
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analeptiques qui en résullent; peu importe même la possibilité de 
rétablir (*). 

Dès lors, si Ton considère une collection finie ou infinie de 
grandeurs (pour abréger, on désigne cette collection par le mot 
A^ensemble) et qu'à chaque système de valeurs des éléments on 
fasse correspondre un nombre, Tensemble de ces nombres con- 
stitue une fonction définie sur Tensemble considéré. 

C'est ainsi qu'avant de traiter des fonctions elles-mêmes, on 
est conduit à parler des collections d'éléments, auxquelles cor- 
respondent les collections de nombres représentant les valeurs de 
la fonction. 

Nous emploierons le langage géométrique, dont nous devons 
maintenant dire un mot. 

4. L'Analyse est redevable à la Géométrie, à la Mécanique et à 
la Physique de singuliers progrès. Non seulement ces sciences ont 
indiqué aux analystes des types fondamentaux de problèmes, et 
par là orienté leurs recherches; mais elles ont aidé à pressentir 
les solutions, suggéré des méthodes, élargi les horizons, alors que 
la déduction logique était d'un faible secours pour les décou- 
vertes. 

Le Calcul infinitésimal a son origine dans des intuitions géo- 
métriques et mécaniques : Newton, Leibniz et tout le xyiii* siècle 
y ont fait souvent appel. Au xix* siècle, pour ne citer que trois 
noms, Monge a été conduit par l'étude des surfaces à des résultats 
relatifs aux équations aux dérivées partielles des deux premiers 
ordres. Riemann fait de Tintuition géométrique la base de sa 
Théorie des fonctions. C'est aussi le caractère de l'œuvre de 
Sophus Lie : il applique l'intuition géométrique à l'espace, et 
il augmente la puissance de cette méthode en utilisant l'idée 
pluckérienne de l'espace généralisé, c'est-à-dire en remplaçant 
l'espace, ayant pour élément le point, par un espace dont l'élé- 
ment serait la droite, la sphère, une quadrique (^). 



(*) Sur la distinction entre les correspondances qui sont d(^terminées et celles 
qui ne peuvent être écrites, cf. Taxneuy, De V infini matliéniatique {/iesfue 
générale des Sciences, 1897, p. i32). 

(-) Klein, Conférences du congrès de Chicago, lSlJ^ (irad. Lu u gel, p. 10). 
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Mais l^Iatuitîon n'est pas une démonstration (*). Si une cri- 
tique trop affinée est un grave obstacle aux découvertes, il faut 
ensuite ne laisser à l'évidence intuitive que la part indispensable. 
Aussi dans renseignement, on tend de plus en plus à s'appuj^er 
sur une base analytique. Gauss et Abel, Cauchj et Dirichlet, sur- 
tout Weierstrass, ont aidé à marcher dans cette voie. Uécole de 
Berlin <c ne cherche pas à voir, mais à comprendre » (*). 

Au contraire, il n'y a pas d'objection à faire au langage géomé- 
trique : c'est une manière d'exprimer des vérités analytiques, et 
on pourrait le remplacer par des équations et des inégalités. Pour 
éviter tout malentendu, Gauss a parfois pris sa terminologie dans 
les sciences biologiques, et M. Poincaré dans la Topographie (^). 
Mais la métaphore géométrique est plus commode; car des inter- 
prétations que l'on peut dpnner d'une conception analytique, la 
Géométrie suggère la plus obvie. 

Ce langage figuré est concis et clair; il facilite l'interprétation 
des résultats et rappelle souvent un fait historique relatif à leur 
découverte. Lorsqu'il y a plus de trois variables, il permet, sans 
faire d'hypothèse sur la réalité d'un espace ayant plus de trois 
dimensions, de donner aux théorèmes des énoncés simples; il 



(*) Une intuition trop rapide a pu occasionner des erreurs. Pour citer Tcxemple 
classique, on était amené à penser que toute fonction continue admet une dérivée, 
en faisant ce raisonnement : a Un fonclion continue peut <)trc représentée par 
une courbe continue; et une courbe a évidemment une tangente. » Cette pré- 
tendue évidence venait de ce qu'on croyait avoir l'idée d'une courbe et d'une 
droite sans épaisseur, tandis que de fait on voyait un trait et une bande de 
faible épaisseur. L'intuition montrait que le Irait curviligne et la bande recti- 
ligne empiétaient l'un sur l'autre sans se traverser. Si c'est là ce qu'on appelle 
une courbe et une tangente, il est clair que toute courbe a une tangente; mais 
la tangente ainsi définie n'a pas de rapport avec la théorie analytique des fonc- 
tions. On peut dire la même chose du cercle osculateur (Poincark, A, M., t. XXII, 
p. 5. — Klein, Conférences de Chicago, trad., p. t\2), La continuité el la den" 
site, au sens de la théorie des ensembles, sont des propriétés que, par leur 
nature môme, nos sens ne peuvent percevoir. 

(^) « De là à l'égard de la Géométrie une certaine méfiance, qui est le carac- 
tère propre de l'école de Berlin; pour ainsi dire, elle ne cherche pas à voir, 
mais à comprendre » (Poincaré, A. M., t. XXII, p. 17). 

Cf. aussi Klein, Sur l'arit/imétization des mathématiques {A. A., 1897, 
p. ii4). 

(■*) Cf. Poincaré, Courbes définies par une équation différentielle {J. M.^ 
1881, p. 383). 
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peut créer des associations d^idées et suggérer des généralisa- 
lions (*). 

5. Les premiers exemples de représentation géométrique 
remontent à Descartes et à Fermât (^). 

Aux valeurs d'une variable réelle, on fait correspondre les 
points d'une droite. 

Deux variables indépendantes {x^y) pouvant être regardées 
comme des coordonnées, tout système de leurs valeurs est figuré 
par un point du plan. Quand les nombres représentant x ei y 
varient d'après certaines lois, le point se déplace en décrivant 
une courbe : la courbe est continue lorsque ses coordonnées 
s'expriment par des fonctions continues d'un paramètre ('). 

Un contour est défini par une relation f(^x^y) = Oy ou des 
équations 

^ = ?(0, 7 = 4^(0. 

Il est fermé si la courbe qui le forme est continue et a tous ses 
points à distance finie, c'est-à-dire tels que l'on ait 

R étant un nombre fixe (*). 

Prenons un contour fermé, et supposons la fonction ^uniforme 
et continue, ainsi que ses dérivées partielles. Le contour divise 
alors le plan en deux régions, dont les points satisfont respective- 
ment aux inégalités y < o et y* > o, telles qu'il soit impossible de 



(*) Cf. PoiNCARÉ, AnaLysis situs (/. E. P., a* série, i" Cahier, les premières 
pages). 

(') Descartes, Géométrie. Paris, 1637. — Fermât, Varia op. math. Tolosœ, 
1697. 

(') On rappellera (n" 19 et seq.) les définilions relatives à la continuiié. 

(^) C'est pour rendre immédiate l'extension de ces définitions à l'espace ou à 
rhyperespace, que nous distinguons la courbe du contour. Il suffit de remplacer 
les mots courbe, contour, plan par les mots courbe [ou variété à une dimen- 
sion : a:, = cp,(i), ..., .a?„=9„(0]? surface [hypersurface, multiplicité ou 
variété à n — 1 dimensions : /(a:,, . . ., a:„) = o], espace (hyperespace, conti- 
nuum, multiplicité ou variété à n dimensions) pour avoir les définitions de sur- 
face continue (une surface est continue si l'on peut toujours réunir par une 
courbe continue, entièrement tracée sur elle, deux points arbitraires), de sur- 
face finie, fermée, convexe, de l'intérieur et de l'extérieur d'une surface. 
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passer de l'une à l'autre sans franchir le conlour. On peut tou- 
jours disposer du signe de / de façon que Ton ait, en tous les 
points de l'une de ces régions, 

L'inégalité /<io définit alors la région (l'aire, le champ, le 
domaine) intérieure au contour; à l'inégalité /*> o, correspond 
la région extérieure, et à Téqualion y=i: o la frontière commune 
des deux domaines. 

Un contour est com^exe lorsqu'une parallèle à l'un des axes, 
qui rencontre le contour, le coupe en deux points et en deux 
points seulement. 

Le voisinage (l'entourage, le domaine) d'un point est l'en- 
semble des points dont la distance (*) à ce point n'atteint pas un 
nombre donné à l'avance. (Dans l'espace et Thyperespacc, ce sera 
Tensemble des points intérieurs à une sphère ou à une hjper- 
sphère.) 

La considération d'une variable complexe revient à l'association 
de deux variables réelles : aussi, on peut parler de variable com- 
plexe décrivant un contour, restant à l'intérieur d'un domaine. 
C'est la représentation classique de Gauss et de Cauchy, intro- 
duisant l'affîxe d'un point. 

6. Le contour qui sert de frontière à un domaine est simple, 
lorsqu'il peut être tracé d'un mouvement continu. Sinon le 
domaine est à connexion multiple. 



(') La distance de deux points (a7oi^o»^oi '"'f ^nXii ^i^ • • •) est définie par 
Texpression positive 

v/(j:.-J:,)'-H(ro — rj )'-+-•••; 
leur écart par 

^o-^il + lro— ri I -+-•••• 

Par voisinage d'un point, par exemple de l'origine, on entend in diffère mm cnt 
le lieu des points dont les coordonnées vérifient Tune des inégalités 

x^^-y^<o\ \x\-h\y\<Z\ \x\<ù'' et \r\<^% 

ou plus généralement l'ensemble des points d'une aire ayant le point à son inté- 
rieur. Quand une fonction jouit d'une propriété dans un domaine de l'un de ces 
types, elle en jouit dans un domaine de l'un des autres types. 
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Il 





Etant données deux demi-droites rectangulaires Ox, Oy^ on 
appelle sens positif ou direct celui dans lequel il faut tourner 
pour amener Ox sur Oy par une rotation égale à un angle droit. 

Considérons d'abord un contour convexe à connexion simple, 
tel que C (^g* i) : le sens positif sur ce contour sera le sens dans 



iMg. 1. 



y 



\ 




3C 



lequel un mobile devra cheminer sur ce contour, pour qu'il paraisse, 
relativement à un observateur intérieur au contour, se mouvoir 
dans le sens positif. 

Avec la disposition des axes ordinairement adoptée, un mo- 
bile décrit un contour dans le sens positif, lorsqu'il le parcourt de 
manière à avoir l'aire entourée à sa gauche. 

Dans l'aire triplement connexe (*), indiquée sur \difig, 2, la 

Fig. 2. 



j/ 



\ ■ 




portion intérieure est celle qui n'est pas en hachures. Un mobile 



(*) Une surface est connexe lorsque deux points pris arbitrairement sur la 
surface peuvent toujours être réunis par un trait continu situé tout entier sur la 
surface. 

La connexion peut être simple ou multiple. Une surface connexe est à con- 
nexion simple quand ses bords, si elle en a, se composent d'une ligne unique et 
que tout circuit (c'est-à-dire tout contour ferme ne se coupant pas) tracé sur la 
surface et ne rencontrant pas ses bords peut, par déforma lion continue sur la 
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en décrit le conlour dans le sens positif quand des observateurs, 
placés à l'intérieur de Taire et non loin du contour, voient ce 
mobile se mouvoir dans le sens positif, au moment où il parcourt 
les éléments du contour voisin des positions qu'ils occupent. On 
peut donc dire que le mobile marche dans le sens positif (avec 
la disposition ordinaire des axes) quand il se déplace de manière 
à avoir l'aire entourée à sa gauche. 

La normale intérieure au contour est la direction de la nor- 
male (MN, M'N') qui fait*un angle égal à + - avec la direction 

positive de la tangente, c'est-à-dire avec celle qui correspond au 
sens positif adopté pour décrire le contour. 

Si l'on a à considérer p variables complexes 5|, . . . , Zp, on les 
fera se déplacer dans p plans différents, et l'on parlera du champ 
multiple X, formé par l'ensemble des champs 0IL4, . • . , Xp. 

§ II. — Aperçu de la théorie des ensembles. 

7. Que l'on envisage tous les points intérieurs aux domaines 
continus que nous venons de définir, ou que l'on en considère 
seulement des infinités, il faut insister sur les classifications à 
établir dans les collections de nombres qui leur correspondent, 
et préciser le sens de locutions que l'on pourrait prendre dans des 
acceptions bien différentes. 

De là, l'étude générale des collections d^ objets déterminés 
et distincts, en nombre fini ou infini, c'est-à-dire des en- 
sembles (*). 

Comme premiers exemples d'ensembles, citons les suites infinies 
d'éléments réels (a^o, ^i, . . . jX^, • . .) affectés chacun d'un indice; 



surface, être réduit à un point. Considérons une surface ayant des bords ( par 
exemple, pour donner des bords à une sphère, il suffit d'y faire une entaille 
avec des ciseaux; pour donner des bords au plan, il suffit d'y tracer un cercle de 
rayon très grand). On appelle coupure une section faite dans la surface avec 
des ciseaux et joignant deux points situés sur les bords. Une surface est à con- 
nexion simple lorsqu'il est impossible d'y tracer une coupure sans la morceler. 

En particulier une aire plane est simplement connexe lorsqu'elle n'a pas de 
trous. Deux coupures transforment l'aire. à triple contour {fig' 2) en aire sim- 
plement connexe. 

(') Le créateur de celte théorie est .M. Georges Cunlor [cf. divers Mémoires 
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les nombres rationnels, algébriques, transcendants compris entre o 
et I ; les valeurs d'une fonction /(:r) bien déterminée pour toutes 
les valeurs rationnelles, algébriques ou transcendantes de j: appar- 
tenant à un intervalle. 

Dans ces ensembles, chaque élément a un seul indice ou dépend 
d'une seule variable réelle. On appelle ensembles à une dimen^ 
sion les ensembles de cette nature. 

Prenons deux ensembles à une dimension, et faisons corres- 
pondre deux à deux leurs éléments, de manière à obtenir des sys- 
tèmes de valeurs. Les ensembles de ce nouveau type s'appelleront 
ensembles à deux dimensions. Même procédé pour la formation 
des ensembles à 3, •••,/> dimensions. 

Ainsi les valeurs d'une fonction f{x^j) correspondant à des 
systèmes de valeurs {x^y) d'un ensemble à deux dimensions, 
forment un ensemble à trois dimensions. Les suites infinies, dont 
les éléments ont chacun p indices, prenant indépendamment les 
uns des autres une infinité de valeurs entières, constituent des 
ensembles kp dimensions. 

Supposons numériques les éléments de l'ensemble. Chaque sys- 
tème de valeurs des éléments représentera (/><3) ou constituera 
{p> 3) un point d'un espace ayant le même nombre de dimen- 
sions que l'ensemble. Ainsi, on parlera des ensembles de points 
intérieurs à une sphère ou à une hypersphère, et ayant pour coor- 
données des nombres rationnels, irrationnels. 

8. L'ensemble des nombres rationnels compris entre o et i, et 
l'ensemble des nombres irrationnels appartenant au même inter- 
valle, renferment chacun une infinité d'éléments; mais on pressent 
que l'on a affaire à des infinités bien différentes. 



publiés depuis 1870 dans le /. de CreUe et les Math, Annalen. Les premiers sont 
traduits dans les A. Af., t. II, i883; deux des dcroiers, plus importants, ont été 
traduits par M. Marotte (Hermann, 1899)]. — Cf. aussi Jordan, Analyse, 2" édi- 
tion, t. I, p. i8-a8; pt /. il/., 189a, p. 71. — Borel, Leçons sur la théorie 
des fonctions. — Encyklopàdie der mathem, Wissensch., t. I, p. i84-ao3, 
et t. II, p. 45. — Et surtout ScHŒNFLiES, Entwickelung der Lehre von 
den Punktmannig/altigkeiten, 1900, où Ton trouvera un résumé excellent 
et très complet de toute la théorie, ainsi que de nombreuses références biblio- 
graphiques. 
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De là réludc des ensembles au point de vue de la nature du 
nombre de leurs éléments, de leur puissance (*). 

Deux ensembles sont dits de même puissance ou équivalents, 
lorsqu'on peut les faire correspondre, élément par élément, d'une 
manière biunivoque, c^est-à-dire telle qu'à un élément du premier 
ensemble corresponde un élément du second, et réciproquement. 

Considérons Tensemble formé par la suite des entiers positifs. 
Un ensemble est dit de première puissance ou dénombrable 
lorsqu'il est équivalent à cet ensemble (^). 

Comme types d'ensembles dénombrables, signalons : 

i" L'ensemble des nombres premiers, des nombres pairs, et 
généralement tout ensemble infini détaché d'un ensemble dénom- 
brable ; 

a° L'ensemble formé soit par l'addition d'un ensemble fini à un 



(*) La puissance d^un ensemble est la notion générale que l'on obtient par la 
considération des éléments de l'ensemble, abstraction faite de leur natune et de 
leur ordre. C'est la généralisation de l'idée que nous nous formons du nombre 
des éléments d'une collection finie : aussi Cantor appelle-t-il la puissance d'un 
ensemble son nombre cardinal. 

Cette expression se justifie en montrant que les puissances ont le caractère de 
grandeurs. Étant donnés trois nombres finis m, n, p, on a entre les deux pre- 
miers une, et une seulement, des trois relations m > w; m= n; m<i n. De plus, 
les égalités m = n, n = p, entraînent m = p; et des inégalités m > /i et « >/?, 
on déduit m^p. De là, la comparaison possible des grandeurs des nombres finis. 
C'est la possibilité de la comparaison des valeurs des puissances qu'il faut de 
même justifier. Cf. les Mémoires traduits par M. Marotte, p. 6, et Bokel, 
Leçons, etc.. note I, p. 102. 

Les ensembles finis sont ceux dont le nombre cardinal est fini : les autres sont 
dits transfinis. Le nombre cardinal de l'ensemble transfini le plus simple, de 
l'ensemble dénombrable (on l'a appelé aleph-zéro)^ surpasse tout nombre fini, et 
est le plus petit nombre cardinal transfini. 

M. Cantor a emprunté le mot de puissance à Stciner, qui s'en servait pour 
exprimer la correspondance de deux figures géométriques. La notion de puis- 
sance avait déjà été donnée par Bolzano, dans ses Paradoxes sur l'infini. 

(') L'ensemble dénombrable est le plus simple des ensembles infinis; car on 
peut, de tout ensemble infini, détacher des ensembles partiels dénombrables. (Un 
ensemble fini n'est équivalent à aucune de ses parties; tout ensemble infini a des 
parties qui lui sont équivalentes.) 

Quand il n'y a pas d'amphibologie à craindre, on appelle univoques les corres- 
pondances biunivoqucs. 

Parfois aussi, on remplace le mot représentation par application : alors ce 
terme (dont on se sert aussi quand il s'agit de la représentation de deux surfaces 
de Uiemann Tune sur l'autre) n'a évidemment pas le même sens ({u'en Géométrie 
infinitésimale. 
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ensemble dénombrable, soit par la réunion d^une infinité dénom- 
brable d^ensembles finis, soit par la réunion d^un nombre limité 
d'ensembles dénombrables. 

Exemple : Les suites d'éléments à p indices, [x,, . . . , [Xy, pre- 
nant toutes les valeurs entières positives et la valeur o. En effet, 
il y a dans une pareille suite un nombre limité d'éléments pour les- 
quels jxi + . . . -I- [jL^= X, )^ étant un entier positif déterminé. Fai- 
sons X = o, I , :î, . . . : nous obtenons des groupes de termes ; dans 
chaque groupe, disposons arbitrairement les éléments. Voici tous 
les termes de la série multiple rangés de manière qu'il soit pos- 
sible de les faire correspondre d'une manière biunivoque à la suite 
des nombres entiers positifs (*). 

3^ L'ensemble formé par un ensemble dénombrable d'ensembles 
dénombrables (^). 

Exemple : L'ensemble des nombres rationnels ('), des nombres 
algébriques (^). 

Considérons maintenant l'ensemble formé par la suite continue 
des nombres compris entre o et i . Cet ensemble n'est pas dénom- 
brable {^), On peut donc l'adopter comme type d'ensembles ayant 



(>) Parfois, on dit alors que les termes sont rangés linéairement {voir n" 9). 

(') Pour la démonstralion, cf. Cantor, J. de Crelle, t. 84, p. aJjS; 1877. — 
A. Af., t. II, p. 365; i883. 

(') On le déduit du théorème énoncé, en rangeant les nombres rationnels de la 
manière suivante : 

/i I I 1 \ /a 2 3 2 \ /3 3 3 3 \ 

\i23 m /\i35 n J \i 2 i\ p } 

D'après celte loi, chaque nombre ratioilnel est écrit une fois et une seule fois 
(on suppose que l'on garde seulement les fractions irréductibles.) 

(♦) Cf. /. de Crelle, t. 77, p. 258. 

(*) Cf. A. M., t. II, p. 353. — BoREL, Leçons, etc., p. i4- — M. Cantor estime 
(on ne Ta pas démontré) qu'il n'existe pas d'ensemble infini de nombi*es (ou de 
points), dont la puissance soit intermédiaire enli*e celle des ensembles dénom- 
brables et celle des ensembles ayant la puissance du continu. Il y aurait alors 
seulement deux ensembles infinis de nombres : Tensemble continu serait de 
deuxième puissance. 

Par contre, on peut définir, sinon concevoir, des ensembles dont la puissance 
surpasse celle du continu. Exemple : Tcnsemble des fonctions d'une ou de plu- 
sieurs variables réelles [l'ensemble des fonctions continues ou des fonctions ana- 
lytiques d'une variable réelle a seulement la puissance du continu, car ces fonc- 
tions sont déterminées par une infinité dénombrable de conditions (n" 15)]. 
M. Cantor a même montré comment déduire de la définition d'un ensemble 
celle d'un ensemble de puissance supérieure (Borkl, Leçons, etc., p. 107). 
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une puissance difTércnte de celle des ensembles dénombrables. On 
dira qu'«/i ensemble a la puissance du continu, s* il est de même 
puissance que la suite des nombres compris entre o et i. 

Cet ensenible type une fois déterminé, on en constitue d^autres 
de même puissance par les procédés suivants : 

1° En supprimant un ensemble dénombrable dans un ensemble 
ayant la puissance du continu. Ainsi en enlevant dç Tensemble 
o^:r^i les nombres rationnels et les nombres algébriques, Ten- 
semble restant, c'est-à-dire Tensemble formé par les nombres 
transcendants, a la puissance du continu (*). 

a® En réunissant une infinité dénombrable d'ensembles ayant 
la puissance du continu, ou même une infinité, ayant la puissance 
du continu, d'ensembles ayant la puissance du continu (^). Ainsi, 
l'ensemble des points intérieurs à un carré a même puissance que 
l'ensemble des points formant le côté du carré, ou que l'ensemble 
des points compris entre o et i. 

9. Un ensemble fini ou infini étant donné, on en peut disposer 
les éléments dans un certain ordre, et cela de bien des manières. 



(*) A ce propos, M. Cantor fait remarquer que l'on peut enlever d'un espace 
continu un ensemble dénombrable de points, sans que le mouvement continu 
dans l'espace ainsi modifié devienne impossible {M. A., t. XX, p. isi). 

(*) Cantor, A, M., t. II, p. 3i5, ou mieux M. A.j t. XLVI, p. 488. — Borbl, 
Leçons, etc., p. 17. — On montre d'abord que l'on peut faire correspondre, d'une 
façon univoque, un ensemble continu à n dimensions à un ensemble continu 
d'une dimension : dès lors deux ensembles continus ayant respectivement/? et q 
dimensions sont de même puissance. A ce point de vue, la notion de dimension 
disparaît. 

Dans la correspondance d'ensembles ayant un nombre différent de dimensions 
ainsi entendue, on fait abstraction de la continuité de la correspondance entre 
deux ensembles continus : à deux points voisins du premier ensemble ne corres- 
pondent pas nécessairement deux points voisins du second. Mais pour certains 
ensembles, même de dimensions différentes, des correspondances continues sont 
possibles, comme l'a montré M. Peano. Il a formé deux fonctions cp(<) et ^{t), 
continues o ^ f < i, telles que le point a: = ç(£),y = +(<) puisse venir coïncider, 
pour une valeur convenable de r, avec tel point que l'on veut de la surface d'un 
carré de côté i construit sur Oa? et O^ (Peano, M. A. y t. XXXVI, p. 167; 
M. Hilbcrt, M. A., t. XXXVIII, p. 4^9, en donne un exemple plus simple). 

Les fonctions continues 9 et 4' ainsi formées ne peuvent avoir de dérivées; 
sinon la courbe décrite par le point t serait rectifîable, ce qui est absurde. 

Ainsi, par cette voie, on a des exemples simples de fonctions continues sans 
dérivée. Ils montrent du reste que les correspondances effectuées par le moyen 
des fonctions ordinairement étudiées conservent le nombre des dimensions. 
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Par exemple l'ensemble (les entiers positifs peut s'écrire (1,2, 3,...) 
ou bien (i, 4? 7? • • • î-^, 5, 8, ... ; 3, 6, 9, . . .), etc. ; les nombres 
rationnels peuvent être rangés suivant l'ordre des valeurs crois- 
santes, ou bien d'après la loi indiquée au numéro précédent, etc. 

Un ensemble est dit ordonné lorsqu'on a fixé une loi spécifiant, 
de deux éléments quelconques de l'ensemble, lequel est l'antérieur 
et lequel est le postérieur, cette spécification étant telle que, si a 
est antérieur à 6, et 6 à c, a soit aussi antérieur à c. 
, Dans un ensemble ordonné, il n'y a pas forcément un premier 
et un dernier élément, comme le montre la considération de l'en- 
semble formé par tous les entiers. 

Soient E et Ei deux ensembles équwalents, tous deux ordonnés; 
supposons établie entre leurs éléments (a, 6, . . . ; «i , ft, , . . . ) une 
correspondance biunivoque. Ces ensembles sont dits semblable^ 
ment ordonnés ou semblables lorsque l'hypothèse a antérieur à b 
entraîne a^ antérieur à 64. 

Un ensemble est dit bien ordonné lorsqu'il est ordonné, et 
ordonné de telle façon que Tensemble, ainsi que chacune de ses 
parties, renferme un élément antérieur à tous les autres. 

Dans son ordre naturel, ressemble des entiers positifs est bien 
ordonné; le continu ne l'est pas, car 1-ensemble partiel formé par 
les nombres compris entre deux nombres a et b (a exclu) n'a pas 
de premier élément (*). 

Le rangement dans un certain ordre des termes d'un ensemble 
Jini donne la conception du nombre ordinal habituel. M. Cantor 
regarde les lois de rangement des éléments d'un ensemble infini 
comme conduisant à la généralisation de la notion de nombre 
ordinal : il les désigne par le nom de type ordinaL 

Le type ordinal d'un ensemble ordonné est la notion gêné- 
raie qui résulte de la considération des éléments de cet 
ensemble, abstraction faite de leur nature, mais non de leur 
ordre de succession (2). 



(*) Une question intéressante serait de savoir s^il est possible de ranger l'en- 
semble des nombres dans un ordre tel qu'il soit bien ordonné, c'est-à-dire si 
le continu peut être envisagé comme bien ordonné (c/. Hilbert, Gôttingen 
Nachrichten, 1900). 

(') Si l'on faisait aussi abstraction de Vordre de succession, on aurait le 
nombre cardinal de rcnscnible. 

F. 2 
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Deux ensembles semblables ont le même ijpe ordinal, et réci- 
proquement : il représente la loi commune de rangement des 
deux ensembles (* ). 

A chaque type ordinal d'un ensemble infini bien ordonné cor- 
respond ce que l'on a appelé un nombre ordinal transfini. 

Le type ordinal le plus simple correspond au placement des 
entiers positifs dans leur ordre naturel (^). M. Cantor désigne 
par 0) le nombre ordinal correspondant. 

Le type ordinal d'un ensemble infini ordonné n'est pas changé, 
lorsqu'on fait précéder ses éléments des éléments d'un ensemble 
fini, ou lorsqu'on lui associe un autre ensemble infini ordonné, 
de même type ordinal, de telle manière qu'il y ait alternativement 
un élément du premier ensemble, un élément du second, et ainsi 
de suite. Au contraire il est modifié lorsqu'on fait suivre ses élé- 
ments des éléments d'un ensemble fini; ou bien lorsqu'on écrit 
successivement les éléments de chaque ensemble infini (^). 

10. La conception de puissance, comme celle de type ordinal, 
fait abstraction delà nature des éléments de Tensemble et de leur 



(*) Un ensemble fini est semblable à lui-même, et par suite a même type ordi- 
nal, quelle que soit la manière dont on l'ordonne. Aussi, pour un tel ensemble, 
le type ordinal dépend uniquement du nombre cardinal : on peut donc se servir 
des mêmes notations, des mêmes chiiïres pour représenter le nombre cardinal 
d'un ensemble fini et le nombre ordinal correspondant à son type ordinal. 

Au contraire, pour les ensembles infinis, à un nombre cardinal unique corres- 
pondent une infinité de types ordinaux, et dès lors de nombres ordinaux. 

(^) Pour la démonstration de ce théorème, cf. Cantor, M. A., t. XLIX (trad. 
Marotte, p. 63). — o) est donc le nombre ordinal transfini le plus simple; il cor- 
respond à l'ensemble infini le plus simple et le plus simplement rangé. 

L'ensemble des entiers positifs rangé dans l'un des ordres (i, 3, 5, . .. ; 2,4> •*•)> 
(i, 4) 7> . .. ; 3, 5, 8, ... ; 3, 6, g, ... ), ... aurait pour nombre ordinal to+co, 
0) -h u) -(- («>, ... (on écrira w.a, w.3, ...). D'où plus généralement les sym- 
boles fa)^+ ci>.X + pi, (0^) •••> ^1 V- désignant des nombres finis : ils représentent 
les nombres transfinis ordinaux de M. Cantor. 

(^) Etant donnés deux ensembles bien ordonnés E et E^ de nombres ordinaux c 
et s,, ou bien ils sont semblables (s = e^), ou bien l'un est semblable à un seg^ 
ment de l'autre. 

De même un ensemble partiel détaché d'un ensemble bien ordonné est sem- 
blable à cet ensemble ou à un segment de cet ensemble. 

Ces remarques permettent de définir un nombre ordinal supérieur à un autre 
(on dira que 6 surpasse e^ si E^ est semblable à un segment de E) et de montrer 
que les nombres ordinaux ont le caractère de grandeurs. 
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représen talion concnHe sous forme déterminée : aussi Ton s'élève 
à ces notions, qu'on envisage l'ensemble au point de vue arithmé- 
tique ou au point de vue géométrique. 

Si l'on fait correspondre à l'ensemble des régions d'un espace 
continu, et si l'on suppose tes éléments de l'ensemble repré- 
sentés par des points, on pourra se placer dans leur étude à un 
troisième point de vue et introduire le point limite. 

Une suite infinie d'éléments réels Xq^ Xt, . . . , x,,, . . . tend vers 
une limite ^, lorsque à tout nombre positif donné e, on peut faire 
correspondre un entier N tel que l'on ait \xn — 5 1 < e pour toute 
valeur de n supérieure à N (*). 

Soient m et n deux entiers supérieurs à N. Des inégalités 

la?;,,— ?|<6, l^/i— {|<«, 

on déduit 

donc à partir d'un certain rang, la diiférence de deux termes quel- 
conques de la suite tend vers zéro. 

La réciproque est vraie : une suite converge vers une limite 
lorsque à tout nombre positif donné e, on peut faire correspondre 
un entier N tel que, pour toute valeur de m et de n supérieure 
à N, on ait \xm — ^h \ <i^ (^). 

Une suite est dite convergente, lorsqu'elle tend ainsi vers une 
limite finie; proprement divergente lorsque, ses termes gardant 



(') De même, les éléments d'une suite augmentent indéfiniment, lorsque à tout 
nombre donné £, si grand soit-il, on peut faire correspondre un nombre N tel 
que l'on ait | j?^ | > E, pour /i > N. 

(') Pour démontrer cette réciproque, considérons une suite arbitraire de 
quantités positives décroissantes s,, e,, tj, ... tendant vers zéro; soient N^ N,* 
Nj, ... les nombres qui leur correspondent en vertu des hypothèses. (On peut 
s'arranger de façon qu'ils aillent toujours en croissant.) 

En particulier, pour tous les nombres v compris entre N, et N,, on pourra 
écrire | a?^— j:^ I < e,, c'est-à-dire a?^— e,< j?,< a?^-i- e,, et cela pour toute 
valeur de n supérieure à N,. Si nous appelons respectivement a, et 6| la plus 
grande et la plus petite des quantités x^ — ((, o^y+Cp quand v prend toutes les 
valeurs comprises entre N, et N,, on aura 

pour toute valeur de n supérieure à N^. 

De même pour tous les nombres v compris entre N» et N,, et pour toute valeur 
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le même signe, leurs valeurs absolues croissent indéfiniment; 
improprement dU'ergente, lorsqu'elle n'est ni convergente, ni 
proprement divergente. 

Donnons une représentation géométrique à la suite en en por- 
tant les éléments sur une droite à partir d'une origine fixe. A la 
limite Ç correspondra un point qui aura dans tout voisinage une 
infinité de points de la suite. On l'appelle point limite. 

Si, d'une suite dont les termes sont rangés dans un certain 
ordre, on passe à un ensemble quelconque à une dimension, on 
dira que ses éléments x ont un point limite ^, lorsqu'on peut 
satisfaire à l'inégalité \x — ^|<Ce, si petit que soit e, pour une 
infinité d'éléments de l'ensemble. Ainsi l'ensemble 

1 I I I I 1 

-» IH > 2, -» I -H 77 > 2, -» 1-^-9 2, 

2 2 i a 4 4 

a les deux points limites o et i. 

De même un point (Ç, 7|) est point limite d'un ensemble à deux 
dimensions, si Ton peut satisfaire à l'inégalité 

quelle que soit la quantité positive e, pour des systèmes de va- 
leurs {x, y) correspondant à une infinité de points de l'ensemble. 
En résumé, quel que soit le nombre des dimensions, un point, 
appartenant ou non à l'ensemble, est point limite si, dans tout 
voisinage de ce point, il y a des points de l'ensemble. 

de n supérieure à N,, on aura 

c'est-à-dire 

a, < a;, < ôj, 

en représentant par a, et b^ la plus grande et la plus petite des quantités a,, 
x^ — *a» ^11 ^v-+-*2 (v parcourant les valeurs entre Nj et N3). 

On définira par le même procédé des nombres a^, a^, . . .; 63, 64, . . .; de là deux 
suites Oyj a^t ...; 6p 63, ... qui sont respectivement croissantes ou stationnaires, 
décroissantes ou stationnaires. Un terme quelconque de la première est inférieur 
à un terme quelconque de la seconde; car si un terme a,^ surpassait bu il surpas- 
serait les termes œ„ à partir d'une certaine valeur de n. Enfin la différence entre 
deux termes correspondants {a-j b^) des deux suites est inférieure à ae^-, c^est- 
à-dire tend vers zéro. 

Les deux suites a et b définissent donc un nombre ^; et ce nombre est une 
limite pour la suite x^, ^i^ • • •? x„^ 
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Tout point d^un ensemble qui n'est pas point limite est dit point 
isolé : le point isolé est donc un point de Tcnsemble qui n'a dans 
son voisinage aucun point de l'ensemble. Ainsi tous les points de 

l'ensemble f-> ^> •••> -> •••) sont isolés, et l'ensemble a l'origine 

pour point limite. Dans l'ensemble a'^x^b tous les points sont 
points limites. 

L'existence des points limites résulte de ce théorème, démontré 
par Weierstrass : 

Un ensemble infini y contenu dans une portion finie du plan, 
admet au moins un point limite (*). 

En effet, désignons par A et B ( A <C B) des nombres fixes, entre 
lesquels les coordonnées des points de l'ensemble demeurent com- 
prises; ces points seront tous intérieurs à un carré Qo dont les 
côtés sont parallèles aux axes et ont pour longueur B — A. 

Divisons ce carré en quatre carrés égaux. Dans l'un d'entre 
eux Q4 (ou sur ses côtés), il y aura une infinité de points de l'en- 
semble. Si l'on partage ce carré en quatre autres, il y aura au moins 
un nouveau carré Qa contenant, à son intérieur ou sur ses côtés, 
one infinité de points de l'ensemble, et ainsi de suite pour des 
carrés Qj, . . . , Q;, ; les côtés de ce dernier carré ont pour lon- 

B — A 
gueur -^^. 

Désignons par /?o, /?«,••• i Pn des points arbitraires de l'en- 
semble, situés respectivement dans les carrés Qo, Qi, ..., Q,/; 
leurs coordonnées (et dès lors les points eux-mêmes) tendent 
vers des limites bien déterminées. En effet, soient an et bn les 
abscisses des sommets du carré Q/,. Les deux suites, (a, b) telles 
que 

û^o < ^1 < • • • < Cl-n < • • • ) • • • ^/i < t'/i— l < • • • < ^0 

(avec la condition 6„ — rt/i= — ;^) définissent un nombre : 



(M C^cst pour fixer les idées que nous prenons un ensemble à deux dimensions. 
Le principe de ce théorème se trouve dans les Œuvres de Bolzano (on l'appelle 
souvent loi de Bolzano- Weierstrass)^ de Lagrangc, de Dirichlct, de Cauciiy 
(c/. Cantou, m. a., t. XXIII, p. 455; i8S4). 
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regardons-le comnie Tabscisse d'un point dont Tordonnée sera , 
déterminée par deux suites analogues. 

Ce point est un point limite puisque, diaprés la manière dont 
ses coordonnées ont été définies, il renferme dans son voisinage 
une infinité de points de Tensemble. 

11. Les points limites d'un ensemble E forment un nouvel 
ensemble; on l'appelle ensemble dérivé, et on le représente 
par E'. Cet ensemble dérivé peut à son tour contenir une infinité 
de points, et dès lors avoir un dérivé. On le représentera par E*'; 
et ainsi de suite. 

L'ensemble est dit de première espèce lorsqu'il a un nombre 
limité de dérivés successifs. Un ensemble de première espèce est 
du /i'^"'*' ordre lorsque c'est son dérivé /i^^"®, E", qui se réduit 
ainsi à un nombre limité de points (*). 

Par exemple, l'ensemble des nombres rationnels compris entre o 
et I a pour dérivé l'ensemble des nombres o^j?^i. Ce second 
ensemble coïncide avec son dérivé. 

Les relations d'un ensemble avec son dérivé ont conduit aux 
classifications suivantes : 

Tout point d'un ensemble est un point isolé ou un point limite; 
donc si l'on représente par E| et E/ l'ensemble des points isolés 



(») Cf. Cantor, m. a., t. V, p. 128. 

Exemple : Désignons par P l'ensemble (•••>-! •••>-»!]: il a zéro pour point 

limite. Dans chaque intervalle ( — ; — » - | (et à droite du point O1 insérons un 

ensemble semblable à P et qui ait (et i) pour point limite. On forme 

ainsi un ensemble Q dont le premier dérivé est P, et le second dérivé se réduit 
au point zéro. 

Dans chaque intervalle ( > -~\ insérons un ensemble semblable à Q et 

ayant pour points limites tous les points de Q situés dans l'intervalle : soit H 
l'ensemble ainsi défini. On a 

R'=Q, ir=P; 

R* se réduit au point zéro. 

En poursuivant d'aprô» celte loi, on formera des ensembles de tel oi*drc que 
l'on voudra. 

On réalise facilement des fondions ayant pour zéros les poinlb d'ensembles 
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d'un ensemble E, et l'ensemble des points limites de E qui font 

partie de E, on a 

E/-hE/=E. 

Cela posé, on appelle : 

I** Ensemble isolé, celui dont tous les points sont isolés (E/=:o). 

2** Ensemble relatwement parfait {complet, fermé, gesschlos- 

sene), celui dont chacun des points limites appartient à l'ensemble, 

c'est-à-dire celui qui contient son dérivé (E/= E'). 

Ainsi, l'ensemble 

/Il I \ 

Vr3'""n'--7 

est isolé; il devient relativement parfait si l'on y ajoute l'origine. 

3° Ensemble dense en soi (in sich dicht), celui dont tous les 
points sont points limites (E| = o) : il est contenu dans son 
dérivé. 

Exemple : Les nombres rationnels compris dans un intervalle 
forment un ensemble dense en soi. 

4** Ensemble parfait, celui qui coïncide avec son dérivé, 
c'est-à-dire est à la fois relativement parfait et dense en soi (*) 
(E = E'=E;). 



semblables aux ensembles P, Q, R, ..... Ainsi les fonctions 

1 . I ,1 
sin - » sin > sin » •••> 

X .1 .1 

sin — sin 

X I 

sin — 

X 

jouissent de cette propriété (c/. Du Bois-Reymond, /. de Crelle, t. 79, p. 87). 

Pour les ensembles P, Q, ..., l'origine est dite point liniUe du premier ordre, 
du second ordre, etc. 

M. Mittag-Leffler a donné {A. M», t. IV, p. 58) des exemples simples d'ensembles 
d'espèce supérieure. Ainsi Tensembie isolé formé par les nombres 

I I I 

OÙ les quantités pi, m,, ..., m parcourent toute la série des nombres entiers 
positifs, a des dérivés de tous les ordres (c/. aussi Cantor, M. A., t. XVII, p. 356). 

Les théorèmes de M. Mittag-Leffler ( C. /?., 1882, 1" semestre; A. M., t. IV) per- 
mettent la représentation analytique des fonctions uniformes ayant des discon- 
tinuités formant des ensembles isolés des types ci-dessus. 

(*) C'est le sens adopté par M. Cantor. M. Jordan appelle ensembles parfaits 
les ensembles relativement parfaits définis ci-dessus, aussi bien que les ensembles 
parfaits. Au point de vue pratique, les deux définitions ne diffèrent pas profon- 
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Le continu présente l'exemple le plus simple d^enserable parfait. 

Des deux ensembles a^a;^6;a<;^<6, le premier est parfait, 
le second ne Test pas, puisque son dérivé en contient tous les points, 
et de plus les points a et 6. 

Étudions maintenant la situation des points d'un ensemble E 
relativement à un domaine (D. 

m 

Un ensemble E est partout dense (ùberall dicht) dans un 
domaine (D, lorsqu'il y a des points de l'ensemble dans tout 
domaine, si petit soit-il, contenu dans Œ> : dans ce cas, l'ensemble 
dérivé renferme tous les points de (D. Un ensemble partout dense 
est dense en soi ; la réciproque n'est pas vraie. Les points d'un 
intervalle dont l'abscisse est un nombre rationnel forment un 
ensemble partout dense : il n'est pas parfait (*). 

Un ensemble E n^est dense nulle part dans (Ô, lorsqu'il n'y a 
aucune portion de (D dans laquelle l'ensemble E soit partout dense. 

dément, car un ensemble relalivement parfait ne diiïèredc son dérivé que par une 
infinité dénombrable de points {cf. Borrl, Leçons, etc., p. 36). 

Un ensemble dénombrable n'est jamais parfait (Cantor, M. A., t. XXIII, p. 4^9); 
un ensemble parfait a la puissance du continu (Cantou, A. M. y t. IV, p. 38i); 
un ensemble fermé est dénombrable ou a la puissance du continu. Un ensemble 
isolé et un ensemble fermé dont le dérivé est dénombrable sont dénombrablcs. 

(*) Réciproquement, un ensemble fermé peut n'être dense nulle part. 

Exemple: A chaque nombre rationnel — compris dans l'intervalle (o, i) asso- 
cions rintervalle 



\q q^ q q^ ) 



D'où, une infinité dénombrable d'intervalles : soit C l'ensemble formé par les 
points de ces inlcrvalles. La théorie des fractions continues apprend qu'il existe 
des nombres irrationnels \ non compris dans ces intervalles, c'csl-à-dire tels que 



5-^ 



I . . /> 

> -r quel que so.t — 

<7"* *' q 



Soit E leur ensemble : 

i" £ e$t fermé; car si un point de E' n'appartenait pas à E, ce point serait 
intérieur à C (sans coïncider avec les extrémités des intervalles formant ^), et 
par suite C contiendrait des points de £, ce qui n'a pas lieu; 

2" E n*esi dense dans aucun intervalle, car tout intervalle contient des points 
dont l'abscisse est rationnelle, par suite des points n'appartenant pas à E, ce qui 
serait absurde si E était partout dense dans cet intervalle, puisque E est fermé. 

Dés lors il y a des ensembles parfaits jouissant de la même propriété, car 
tout ensemble fermé non dénombrable (et E n'est pas dénombrable) se décom- 
pose en un ensemble dénombrable et en un ensemble parfait. 

Cf. BoREL, Leçons, etc., p. Sg. — Bendixson, A. Af.y t. II, p. /|i6. — Cantor, 
A. AI., t. lY, p. 38i. — Hadamard, /. M., i8»j8, p. G9. — Baire, llièse (i8(j<)), p. 38. 
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Enfin, pour traiter de l'intégrabilîté des fonctions et de leur 
développement en séries de Fourier, on utilise une notion relative 
à V étendue d'un ensemble. 

Soit, pour simplifier, un ensemble linéaire. Il est discret, de 
longueur nulle, ^résoluble, ou non étendu dans un intervalle 
(discret, inhaltslos, unausgedehnt, integrirbar), lorsqu'il est pos- 
sible d^enfermer ses points dans des intervalles partiels de somme 
inférieure à toute quantité donnée ('). 

L'ensemble des points 



;• (O' (0" (0 



n 



est non étendu. En effet, on peut les répartir en deux catégories : 
l'une contient les points avoisinant l'origine, et l'intervalle qui 
les renferme est aussi petit que l'on veut; l'autre n'a plus qu'un 
nombre fini de points (^). 



(*) Pour ces définitions» c/. Harnagk, M, A,, t. XIX, p. 338 (quelques points 
ont dû être rectifiés); M. A., t. XXIV, p. ai8, et B. D,, 1882, p. 242. — 
De la Vallée-Poussin, /. M., 1893, p. 4^3. Par ensemble inétendu, Hankel 
entendait un ensemble dense nulle part : cette définition est trop large, car 
si un ensemble discret n'est dense nulle part, la réciproque n*est pas vraie 
(Harnack en donne un exemple, Af, A., t. XIX, p. 339). 

Cf. Encyklopàdie der Math. Wissenscha/ten, t. I, p. aoo et note 71 (article 
de Schônflies); t. II, p. $9 et notes ao5, ao8, 309 (article de Pringsheim), p. 69 
et note 107 (article de Voss). Voici du reste comment M. G. Cantor conçoit 
retendue (Inhalt) d'un ensemble fermé E, placé dans un espace à n dimensions 
(notion qui sert de fondement à la théorie des intégrales multiples) : 

De chaque point de E, comme centre, décrivons des sphères, toutes de même 
rayon r : leur ensemble limite une portion d'espace qui diminue quand r décroît. 
Par suite, quand r tend vers zéro, cet espace a une limite positive ou nulle : cette 
limite définit l'étendue de rensemble E {M. A., t. XXI, p. 54). M. Jordan donne 
de l'étendue une définition applicable aux ensembles fermés ou non, en distin- 
guant l'étendue intérieure et l'étendue extérieure (/. M., 1893, p. 77). 

(') Les ensembles de première espèce sont tous discrets. Ainsi rensemble de 
première espèce et du second ordre 



I 



. ^ G)' ;*G)" G)" ^(i)" (0'-(0* G)' ^(9' 



est discret. Son dérivé est 

3 



». i' (;)•■ (0' 



I 



dont le dérivé se réduit à un point. La réciproque n'est pas vraie : tous les 
ensembles discrets ne sont pas de première espèce. Plus généralement, l'étendue 
d'un ensemble est égale à celle de son dérive; par suite, un ensemble dont le 
dérive est dénouibrable a une étendue nulle. 
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12. Un ensemble d'une dimension est borné {Jini, limité) 
lorsque ses éléments demeurent compris entre deux, nombres 
fixes. Dans le cas contraire, il est illimité. 

Un ensemble borné à une dimension admet une limite supé- 
rieure et une limite inférieure. Par limite supérieure L d'un 
ensemble, on entend un nombre jouissant des deux propriétés 
suivantes : i*' L est supérieur ou égal à Tun quelconque des élé- 
ments de Tensemble; 2° tout nombre plus petit que L est infé- 
rieur à Tun au moins des éléments de l'ensemble (*). 

Un ensemble quelconque est borné, lorsqu'il est borné suivant 
chaque dimension, c'est-à-dire lorsque les coordonnées de ses 
points restent comprises entre des nombres fixes. Les points du 
plan intérieurs à tout contour fermé constituent un ensemble 
borné; les points extérieurs un ensemble illimité. 

Désignons par E un ensemble ne renfermant pas tous les points 
possibles : les points qui n'appartiennent pas à cet ensemble 
forment un second ensemble, que je représente par C, On appelle 



(*) Ce théorème revient à dire qu'un ensemble borné à une dimension a 
deux points frontières. (On a déjà vu qu'un ensemble borné infini a au moins 
un point limite.) En voici la démonstration : 

Soit b un nombre fixe supérieur à tous les éléments de l'ensemble, et a un 
nombre inférieur à l'un au moins de ces éléments. Intercalons un moyen arith- 

métique entre a et b. Des trois nombres a, > 6, il y en a au moins un qui 

est supérieur ou égal à tous les éléments de l'ensemble. Je désigne par 61 le 
nombre ou le plus petit des deux nombres qui jouissent de cette propriété, et 
j'appelle a, celui qui est immédiatement inférieur à b^. Le nombre a^ sera, 
comme a, inférieur à l'un au moins des éléments de l'ensemble. 

Du système {ayb^)y déduisons (a, 63), comme on a déduit (a, 6|) de (a6). 
En répétant l'opération, on forme deux suites de nombres 



^<«J<Û5a< •••<<^n< 



...^„<^^i<...<^ ^^•— ««= — ^«~)' 



telles que chaque nombre a„ est inférieur à l'un au moins des éléments de l'en- 
semble, et chaque nombre b^ supérieur ou égal à tous les éléments. 

Ces deux suites définissent un nombre L. Ce nombre n'est inférieur à aucun 
clément de l'ensemble; car tout élément qui surpasserait L surpasserait aussi l'un 
des termes 6„, puisque b^ a pour limite L. De même, il y a toujours au moins un 
élément supérieur à L — e, e étant choisi arbitrairement, puisqu'il y en a tou- 
jours un qui surpasse a„, et que a„ ayant pour limite L peut en différer d'une 
quantité inférieure à e. 

On établirait de la même manière l'exislencc d'une limite inférieure l. En 
raisonnant par Tabsurdc, ou voit que ces limites L et / sont uniques. 
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frontière commune des ensembles E et il l'ensemble formé par 
les points qui appartiennent à la fois à Tun des ensembles et au 
dérivé de l'autre. Ainsi un point frontière de E (et dès lors de £), 
s'il appartient à E (à C), a dans tout voisinage au moins un point 
de C (de E). Quand tous les points d'un ensemble ne sont pas 
points frontières, on peut définir Yintérieur de l'ensemble. Ce 
sont les points dont l'entourage appartient à l'ensemble. Chaque 
point intérieur à l'ensemble E est extérieur à l'ensemble C (*)• 

13. Un ensemble borné est d^un seul tenant lorsqu'il est rela- 
tivement parfait et que l'on peut échelonner, entre deux points 
arbitraires de l'ensemble, une suite finie de points appartenant à 
l'ensemble, tels que la distance de deux points consécutifs soit 
inférieure à tout nombre donné (^). 

Cette notion précise celle de domaine continu. Un champ, par 
exemple, à deux dimensions constitue un continuum (') composé 
d'une seule pièce, lorsque, étant donnés deux points du champ, 
l'un fixe (on le prendra à l'infini si le voisinage du point à l'infini 



(*) Le point limite diiTère du ^oini frontière. Le point limite n^est en même 
temps point frontière que s'il n'est pas intérieur à l'ensemble : inversement, un 
point isolé est un point frontière sans être un point limite. 

Ainsi tout point de l'ensemble x' + y^^i est point limite; les points de la 
circonférence de rayon i sont de plus points frontières. Dans l'ensemble 



( ^ ^ \ 



Torigine est point limite et point frontière. Dans l'ensemble formé par la suite 
des entiers» chaque point est point frontière sans être point limite. Dans l'en- 
semble formé par les points à coordonnées rationnelles, tous les points sont 
points frontières : il n'y a ni points intérieurs, ni points extérieurs à l'en- 
semble. 

(^) C'est le sens de M. Jordan {Analyse, a* édition, t. I, p. 24 et 5i). — 
M. Cantor appelle domaine zusammenhangend et M. Burckhard domaine in 
sich iiberall dicht le domaine dans lequel on peut échelonner, entre deux points 
arbitraires du domaine, etc. (comme ci-dessus). — Ce que Nf. Jordan définit 
domaine d*un seul tenant, M. Cantor l'appelle zusammenhangend -^abge- 
schlossen, M. Burkhardt zusammenhangend, — M. Cantor appelle continu le 
domaine perfekt zusammenhangend et semicontinuum le domaine zusam- 
menhangend nicht perfekt. Le domaine zusammenhangend + abgeschlossen 
= kontinuieriich (et par suite perfekt). 

(') Cf. Weiersthass, Œuvres, t. II, p. 3o3. — Mittao-Lkpflkr, A. AI., 
i. IV, p. 2. 
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appartient au champ), Tautre quelconque variable, on peut éche- 
lonner entre ces deux points un nombre fini de points, tels que 
l'entourage de l'un quelconque d'entre eux appartienne tout 
entier au champ et renferme le point suivant (*). 

§ III. — Types de fonctions. 

14. Après ces considérations sur les ensembles, revenons à 
l'étude des fonctions ou de la correspondance de deux ensembles. 

On représente géométriquement la dépendance entre deux 
variables complexes, z et (v, en considérant simultanément deux 
plans, et en posant 

z = X -^ iy^ w = u-\- ivy u^ u{x,y), v = v{Xj y). 

Ces relations définissent la représentation du plan z sur le 
plan (V. Soient A et Jl» deux aires qui ainsi se correspondent. 

La représentation de A sur X est continue lorsque la distance 
de deux points images tend vers zéro, en même temps que la 
distance des deux points à représenter. 

Elle est biunivoque lorsqu'à tout point de A correspond' un 
point de X et un seul, et réciproquement. 

Elle est conforme ou isogonale lorsque deux courbes C et Q de 
l'un des plans se coupent sous le même angle que leurs courbes 
images F et F' : la similitude des figures infiniment petites est 
ainsi conservée. 

La représentation conforme est directe lorsque le sens dans 



(*) On peut répartir les ensembles à deux dimensions en ensembles continus 
(superficiels ou linéaires) et ensembles ponctuels. Soient une aire alo et un 
ensemble E de points intérieurs à A». L'ensemble Ë divise «A» en domaines 
distincts, s'il existe deux points de X tels qu'il soit impossible de passer de l'un 
à l'autre, en restant à l'intérieur de eA») sans rencontrer de points de E. L'en- 
semble Ë sera ponctuel s'il n'existe pas d'aire intérieure à iX> que l'ensemble £ 
puisse décomposer en domaines distincts. 

Dans un ensemble ponctuel, un point peut : i® être isolé; 3** avoir dans son 
voisinage une infinité de points isolés; Z"* ne pas être isolé et n'avoir dans un vol- 
sinage, formé par un cercle de rayon assez petit, aucun point isolé {cf. Painlevé, 
Théorie analytique des équations différentielles, p. 434)' 

Un ensemble ponctuel peut être parfait {cf. Bendixsox, A. M., t. II, p. !\i')\', 
on y trouvera un exemple d'ensemble parfait, d'une dimension, dont aucun point 
n'est isolé, et qui néanmoins ne remplit nulle part un segment de droite). 
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lequel il faut tourner pour passer de C à C est le même que pour 
passer de F à F' : dans le cas contraire, elle est inverse. Par 
exemple, la transformation par rayons vecteurs réciproques est 
une transformation conforme inverse. 

Envisageons maintenant un espace à n dimensions. On peut 
encore parler de point, de ligne, de surface et généralement de 
multiplicité ou d'ensemble kp dimensions (/><^)- 

Dans cet espace, soit une fonction, définie sur un ensemble E, 
ayant en chaque point de cet ensemble un nombre limité de 
valeurs : ces valeurs forment un ensemble C. On peut regarder 
la définition de la fonction comme figurant la représentation ou 
V application de l'ensemble E sur l'ensemble ^ (*)• 

15. Dans ce qui précède, la notion de fonction s'est trouvée 
dégagée de toute hypothèse étrangère à celle de détermina- 
tion . 

De l'inGnie variété de fonctions qu'il est ainsi possible de con- 
cevoir, on pourra, d'une infinité de manières, détacher des caté- 
gories intéressantes. Ce choix dépendra des recherches que l'on 
poursuit. 

Considérons les fonctions d'une variable réelle. On pourra étu- 
dier successivement (*) : 

1° Les fonctions discontinues dont les discontinuités ne forment 
pas un ensemble discret (n® H). 

Exemple : La fonction considérée par Dirichlet, qui est nulle 
pour chaque valeur rationnelle de la variable, et égale à i pour 
chaque valeur irrationnelle (n^ 2). 

2** Les fonctions intégrables (n** 161). 



(*) Soient/?,, ..., p„y ... des points de E ayant pour point limite un point />; 
9if *"» 9a^ •" '^^ points correspondants de C^ supposons qu'ils aient q pour 
point limite. La représentation de l'ensemble £ sur Tensemble C est dite con- 
tinue, si chacun des points limites p a pour correspondant q. 

Quand un ensemble fermé (ou parfait) E a une représentation finie et con- 
tinue Cj cet ensemble C est lui-même fermé (ou parfait). 

Si la représentation des ensembles E et C est biunivoque, et si C est une 
représentation continue de E, réciproquement E est une représentation continue 
de C, 

C) Cf. Du Bois-Rbymond, Versuch einer Classification der willkiir lichen 
Functionen (/. de C relie, t. 79, p. ai). 
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3^ Les fonctions qui satisfont aux conditions de Dirichlet, et 
dès lors sont développables en séries Irigonométriques (n'* 84). 

4° Les fonctions uniformes et continues : elles sont représcn- 
tables par des séries de polynômes, absolument et uniformément 
convergentes, comme Ta montré Weierstrass (*). Pour les déter- 
miner dans un intervalle, il suffit de donner leurs valeurs aux 
points rationnels de Tintervalle (n^ 19). 

5° Les fonctions uniformes et continues qui ont une dérivée; 
celles qui ont des dérivées de tous les ordres, toutes finies, et dès 
lors continues. 

Ces dernières se rangent en deux classes. Les unes sont ana^ 
ly tiques, c'est-à-dire développables dans le voisinage de chaque 
point en séries de Tajlor. Les autres ne sont pas analytiques : 
on peut leur donner pour expression analytique la somme d'une 
série de Taylor et d'une série de Fourier, comme Ta montré 
M. Borel (2). 



(') Weibrstrass, /. AT., 1886 (iraduction Laagel). — Cf. aussi les démon- 
strations plus simples données par M. Picard {Analyse, 3* édition, t. I, p. 375), 
par M. Lebcsgue {B. D., 1898, p. 378), par M. Mittag-Leffler (77. del Circolo di 
Palermo, 1900, p. 317). — Ce théorème s'étend aux fonctions de plusieurs 
variables continues dans un domaine : elles sont représentables en séries de 
polynômes. 

De même, toute fonction continue dans un intervalle, sauf pour un ensemble 
dënombrable de valeurs de la variable, est développable dans cet intervalle en 
série de polynômes, absolument et uniformément convergente dans tout inter- 
valle où n'existe pas de point de discontinuité (Lebesque, loc. cit.). 

En traitant des fonctions discontinues développables en séries de fonctions 
continues, M. Baire a prouvé que pour qu'une fonction d'une variable soit repré- 
sentable par une série de polynômes il faut et il suffît qu'elle soit au plus ponc- 
tuellement discontinue dans tout ensemble parfait (C B., i8g8, i*' semestre, 
p. 884 1 et Thèse, p. 63) et M. Lebesgue a démontré simplement le môme 
théorème pour les fonctions de plusieurs variables (C B., 1899, i« semestre, 
p. 811). 

(') De même, une fonction de plusieurs variables réelles, continue dans un 
domaine et admettant des dérivées partielles de tous les ordres, est dévelop- 
pable en une série 

y P^( j?j, . . ., d?^, sincTp cos^i, . . ., cosx^) 

n = 

(P„ désignant un polynôme en a?,, ..., cosa?^), série uniformément convergente 
et dérivable terme à terme indéfiniment. — Cf. Borel, A. E. N., 1896, p. 35. — 
Pain;-kvé, C. b., 1898, !•' scmcslre, p. 385. — PniNaâHEiM, M- A., t. XLIV, et 
Chicago Congress Papers, p. 39^1. — Voir aussi la Note n" 177. 
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On pourra classifîer les fondions diaprés les équations aux- 
quelles elles satisfont, et s'occuper spécialement des solutions des 
équations différentielles algébriques. 

A un autre point de vue, on pourra ranger les fonctions d'après 
les représentations dont elles sont susceptibles (séries entières, 
séries de polynômes, séries trigonométriques, etc.) (*) ou, pour 
préciser, de la manière suivante (^) : 

Dans une première classe, dite classe zéro^ on place les fonc- 
tions continues f{x) : nous venons de dire qu'elles sont dévelop- 
pables en séries de polynômes. 

Une série de fonctions de classe o, si elle ne détermine pas 
une fonction de classe o, définira une fonction de classe i : la 
classe I comprend donc les fonctions discoutinues F(^), repré- 
sentables par des séries de fonctions continues, et l'on aura 

n = 

De même, quand une série de fonctions de classe i ne déter- 
mine pas une fonction de classe o ou i, la fonction qu'elle définit 
sera dite de classe 2. Les fonctions 3{x) de classe 2 sont donc 
représentables par des séries doubles à éléments continus 

telles que la sommation relative aux valeurs n doive précéder celle 
relative aux valeurs m. 

Exemple : La fonction considérée plus haut, qui est nulle pour 
chaque valeur rationnelle de la variable, et ég^le à 1 pour chaque 
valeur irrationnelle. 

On peut poursuivre, et définir ainsi des /onctions de classe 
arbitraire qui seront représentées par des séries triples, qua- 



( » ) Cf. les Notes précédentes et les n»» 66, 83, 188, etc. 

(') C'est une classification donnée par M. Baire (C li., 1898, et Thèse, p. 68. 
Voir aussi C. JR., 1899, a« semestre, p.*9i6 et 1010). 
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druples, etc., dont les éléments seront des fonctions continues ou 
des polynômes. 

En partant du nombre des conditions nécessaires pour déter- 
miner une fonction dans un intervalle, on opposera les fonctions 
définies par une infinité dénombrable de conditions (par exemple, 
les fonctions continues, les fonctions discontinues seulement en 
une infinité dénombrable de points) aux fonctions discontinues 
en général ( * ). Parmi les premières, on pourra ranger à part celles 
qui sont déterminées par leurs valeurs dans un intervalle aussi 
petit que Ton veut (les fonctions analytiques de variable réelle ou 
complexe). 

Dans cet Ouvrage, nous avons à traiter spécialement des fonc^ 
iions analytiques d' une variable complexe. C'est l'étude des phé- 
nomènes naturels et la commodité des calculs qui ont amené, en 
restreignant la notion de fonction, à faire ces hypothèses complé- 
mentaires d'où est sortie la théorie des fonctions analytiques. Leur 
domaine embrasse les fonctions les plus intéressantes dans toutes 
les branches des Mathématiques : Théorie des nombres. Théorie 
des équations difTérentielles, Géométrie, Physique mathématique. 

Aborder leur étude par les procédés de Cauchy revient à envi- 
sager les fonctions qui sont finies, continues, monogènes^ ainsi 
que leurs dérivées. 

Les notions correspondantes se présentent aussi lorsqu'on se 
place au point de vue de Riemann. 

Les méthodes de Weierstrass reposent sur les propriétés des 
séries entières, ce qui exige Tidée de limite, de continuité, de 
convergence, de convergence uniforme. 

Aussi est-il bon d'en grouper ici les définitions précises en les 
appliquant aux fonctions. 

(*) Exemple : Soient 2?,, ..., x^, ... des nombres donnés; une fonction égale 

à - pour X = x^, et nulle en tous les autres points, a une infinité dénombrable 

de discontinuités. Les fonctions à variation bornée de M. Jordan (n* 162) appar- 
tiennent à cette catégorie. — Pour cette classification, c/. Borel, Leçons sur la 
théorie des fonctions ^ p. iio et i33 (et Thèse, A. E. N., iSgS, p. 47). 
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SECTION II. 

LES FONCTIONS ANALYTIQUES. 



§ I. — Fonctions continues. 

16. Une fonction de variable complexe, /(s), définie dans le 
voisinage d'un point >Zo; converge en^o vers une limite /, si à tout 
nombre positif donné e on peut faire correspondre un nombre 
positif 8, tel que Ton ait, pour toute valeur o < | A | < S, 

Ainsi une fonction peut ne pas être définie en un point, bien 
qu'elle ait en ce point une limite déterminée (* ). Si elle est définie 
en un point, la valeur limite de la fonction peut ne pas être égale 
à la valeur de la fonction à la limite (^). 

La définition ci-dessus peut être modifiée et appliquée à un 
ensemble de valeurs ne renfermant pas tout le voisinage de Zq. On 
dira, par exemple, qu'en un point a:©, une fonction y( a?) converge 
vers une limite /, pour l'ensemble des valeurs réelles de la variable 
supérieures à Xq, lorsque à tout nombre positif e on peut faire 



z^-zl 



(*) La fraction ^ a pour limite 2z^ au point z^ : sans convention complé- 

Z Zq 

nientaîrei par exemple relative à la continuité, elle n'est pas défînie au point z^. 

Les fonctions c""^, a?sin — (x réel) tendent vers zéro avec a?, et ne sont pas 

définies pour x ~ o, 
i 

e* non seulement n'est pas déterminé pour ^ = o, mais il est impossible de 
définir par continuité sa valeur à Torigine, puisque Ton obtient à Torigine 
telle valeur que Ton veut, quand z tend vers zéro par un chemin convenable. 

(') Cette remarque est évidente si Ton prend des fonctions défînies par corres- 
pondance de valeurs : la Note suivante en donnera des exemples pour des fonctions 
définies par une expression analytique unique. 

F. 3 
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correspondre un nombre positif 8 tel que 

|/(a:o-4-A) — /|<e (A réel; o < /i < û) (i). 

Dans ce sens plus général, en un point Zq^ une fonction peut 
avoir plusieurs limites, qui dépendent du chemin suivi par le 
point Zq-\- h pour tendre vers Zq, 

Une fonction f(z) augmente indéfiniment pour z = Zoi lorsque 
son inverse tend vers zéro. C'est dire qu'à tout nombre positif 
donné E, si grand soit-il, on peut faire correspondre un nombre 
positifs, tel que Ton ait 

|/(-«o-+-A)|>E, o<|A|<8. 

On écrira de même /(oo) = /, /(oo) = oo, si l'on peut satisfaire 

aux inégalités 

|/(^)~/|<e, \f(z)\>E. 

e et E sont choisis arbitrairement; z doit pouvoir prendre une 
valeur quelconque de module supérieur à un nombre fixe. 



(*) Ainsi la fonction e-' tend vers zéro ou augmente indéfiniment, suivant 
que w tend vers zéro par des valeurs positives ou négatives. 

De là| la distinction entre les valeurs limites de la fonction à droite et à gauche 
d'un point x^f ou encore entre les limites postérieure et supérieure (notion qui 
sera généralisée au n* 20). Dirichlet les désignait par /(a?o-+-o), /(^o"~^)î 
f{x^) représentait la valeur de la fonction au point x^ [/( — o), /(o), /(-ho) 
s'il s'agit de l'origine ]. 

!• On peut avoir f{x^-\- o) =/(J?o-~ <^) >/(^o)' 

Exemples : Soient 



?(^) = 




1 / N 1- ^^* 

al. r /M A _ l.m 


'n = « (i-f-ar')« 


n = «e nX*-^rl 


on a 






?(o) =1, 


o(±o) = 0, 


^(o) ~ 0, 4*(±o) _ I 


3<^ On peut avoir 


/(^o-o)>/(:r, 


)=/(ar,-ho), 


ou réciproquement. 






Exemples : Soient 






o{x) = 


,. nx'*~-i 


'l(x) = x lim > 


n = » nx^-i-i 



on a 

ç(i— o)p~l, <p(i) = 9(1-4-0) =1, <Ki — o) = r;;(i) =- i; 4;(i-4-o)=r* 

3* On peut avoir /(Xj— o) >/(a?,-H o), et f{x^) non défini en Xf, (cf. Ency- 
klopadie, t. II, p. i6). 
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17. Une fonction /(x) yZ/iie et déterminée en chaque poinl 
d'un intervalle fermé, peut ne pas être /inie dans V intervalle, 
c*esl-à-dire ne pas rester comprise entre deux nombres fixes. 

Ainsi la fonction f{x) = lim — ^ 1 qui est égale à - quand j: 

est différent de zéro, et à zéro quand x est nul, est finie et déter- 
minée en tout point de l'intervalle ( — i, -j- i); et elle peut dans 
cet intervalle dépasser tout nombre donné. 

Mais si la fonction reste, dans l'intervalle, comprise entre deux 
nombres fixes, elle a une limite supérieure et une limite inférieure 
finies (p. 26). 

Aussi Weierstrass, en précisant les notions délimites supérieure 
et inférieure, a distingué plusieurs cas : 

a. La fonction est bien déterminée dans Tintervalle et a pour 
limites supérieure et inférieure des nombres finis (nous les dési- 
gnerons par L et /). 

b. La fonction est bien déterminée dans l'intervalle sans avoir 
de limite finie. Alors les symboles +00 et — 00 peuvent être con- 
sidérés comme limites supérieure et inférieure de la fonction. 

Lorsque les limites supérieure et inférieure sont finies, et sont 
effectivement atteintes en un point de V intervalle, elles prennent 
le nom de maximum et de minimum (* ). 

18. Convergence uniforme vers une limite. — Soit ¥{x^y\ Ç, r) 
une fonction où les variables {x^y) (i, t)) jouent des rôles diflé- 



(*) Déjà Gauss avait remarqué qu'une fonction peut avoir des limites supérieure 
et inférieure finies sans avoir ni maximum ni minimum {Œuvres, t. III, p. 10) : 
£x suppositione X obtinere posse valorem S, negue vero valorem U, nondum 
sequitur inter S et V necessario valorem T jacere, guem. X atlingere, sed non 
superare possit, Superest aliiu casus : scilicet fieri posset ut inter S etl) limes 
situs sitj ad guem accedere quidem guam prope velis possit \y ipsum vero 
nikilominus nunguam attingere. 

Donnons, comme exemple, la fonction (i — x^) lim -^ f dans Tintcr- 

vallc ( — I, -4-1). 

Elle est nulle pour x = — i ; quand x augmente, elle décroît ; elle tend >crs — 1 , 
quand x tend vers zéro. Elle est nulle pour j? = + i ; quand x diminue, elle crolL; 
elle tend vers +1, quand x tend vers zéro. Pour j? = o, elle est nulle. Ainsi la 
fonction a pour limites supérieure et inférieure + i et — i ; dans le voisinage de 
Torigine, elle peut s^en approcher autant que Ton veut sans les atteindre. 



l 
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rents : on la suppose définie aux points {^ty) dUin domaine 
fermé CD, quand les paramèlres (5i "^l) tendent vers un système de 
valeurs (Çoi^io). 

Cette fonction converge, en un point (^,J^), vers la limite 
fi^yy)} **»• ^ ^^^^^ nombre positifs on peut faire correspondre un 
nombre positif 8, tel que Ton ait 

I F(^, r ; Ç, ^i)-/(^, y)\<^ (I î -?o |< 5; ! r^-yio I < S). 

Elle converge uniformémentvers sa limite, dans le domaine (D, 
si dans tout le domaine on peut satisfaire à ces inégalités pour 
une même valeur 8| de 8 (*). 

Cette définition s^applique quels que soient le nombre des 
dimensions du domaine et le nombre des paramètres Ç, 7|, ... (^). 

De même une fonction de variables complexes F(^, Ç) converge 
uniformément, dans un domaine fermé (5), vers une limite /(-s), 
pour une valeur 2^, si Ton peut satisfaire aux inégalités 

|F(^,;h-A)-/(;5)|<e, |Ai<8,; 

8{ est seulement fonction de e, et est indépendant de la valeur ;; 
considérée dans le domaine. 

19. Continuité. — Une fonction réelle de plusieurs variables 
réelles, définie en un point {x^y^ . . .) (') et dans un domaine 



(•) A chaque point {x^ y) de CO correspondent une infinité de nombres 
positifs 6; soit A(J7, y) le plus grand d'entre eux. L'ensemble de tous ces 
nombres positifs A, relatifs à tous les points de (0, a une limite inférieure 8( posi- 
tive ou nulle. La convergence est uniforme quand cette limite est positive. 

(') Ainsi dans l'intervalle o^arîji la fonction j ne converge pas unifor- 

^ ^ a; -\- h 

mément vers —1 quand h tend vers 0. 

Dans le même intervalle, les fonctions ,— r» ,--= ne convergent pas 

uniformément vers leur limite o pour /i =-f- oc. 

En effet, si petite que soit une valeur fixe \ adoptée pour x, et si grand que 
soit un nombre N, il y a toujours une valeur n (/i > N) pour laquelle la première 
fonction prend la valeur i, pour laquelle la seconde dépasse tout nombre assigné, 
et cela pour une valeur de x inférieure à \, 

Du reste, dans les fonctions considérées en général, c'est la convergence non 
uniforme qui est le cas ordinaire. 

x^ -^ X' 

(') Ainsi la fonction n'est pas continue au point ^9, car en ce point 

elle n'est pas déterminée. 
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continu comprenant au moins une partie du voisinage de ce 
point, est continue en ce point, si à lout nombre positif 
donné e on peut faire correspondre un nombre positif S, loi 
que l^on ait 

(I) \f{x-^h,y-\-k,.,,)-f{x,y,,..)\<t (|A|<8; |A'|<8,...), 

» 

les points {x -\' h^ y -\- ky • . .) ne devant pas sortir du champ où 
]a fonction est définie. 

Une fonction est continue dans un domaine quand elle est 
continue en tout point du domaine et de sa frontière (*). 

Occupons-nous d^abord des fonctions continues d^une variable. 

Si une pareille fonction est continue dans un intervalle (afr), 
on peut écrire, en prenant les notations de Dirichlet, 

f{xàzo)=f{x) (a<x<b); 
/(a + 0) =/(«), /(6-o)=/(ô). 

La fonction est déterminée dans tout rinlervalle dès qu^on 
connaît ses valeurs aux points rationnels de Tinlervalle {-), En 
effet, tout point x peut être considéré comme point limite d'un 
ensemble de points rationnels Xq^, et la continuité exige 

lini/(a7pj=/(ar). 



n = « 



Appelons oscillation de la fonction dans un inter- 
valle {x — 0, jî+5) la différence entre les valeurs maxima et 
minima de la fonction dans cet intervalle, et oscillation en un 
point la limite de cette oscillation quand 8 tend vers zéro. 

Une fonction continue dans un intervalle a en tout point une 
oscillation nulle; et réciproquement. 

Une fonction qui n'est pas continue est appelée discon^ 



(') Plus généralement, soient une fonclion définie sur un ensemble parfait 
(on fermé) continu ou non; /?,, *•.,/'„, ••• des points de cet ensemble ayant 
pour point limite un point p. La fonction est continue en py lorsque ses valeurs 
aux points/?,, ...,/?„, ... tendent vers une limite qui coVncide avec sa valeur 
en p. 

( ' ) Plus généralement, une fonction continue est déterminée dans un ensemble E, 
quand on connaît ses valeurs en tous les points d'un ensemble C partout dense 
relati renient à K. 
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tinue (*). Une catégorie intéressante est celle des fonctions 
discontinues intégrables (^). 

Théorè:me. — Lorsqu' une fonction est continue dans un 
inten^alle, à tout nombre positif donné s on peut faire cor- 
respondre une division de l' intervalle en parties assez petites 



(') L'oscillation en un point représente le degré de discontinuité de la fonc- 
tion en ce point. Ce degré est inGni en un point x^ si la fonction est illimitée 
dans l'intervalle {x — S, j? + 6), quel que soit 8. 

Plus généralement, soient E un ensemble linéaire parfait, continu on non, et 
une fonction définie dans cet ensemble. Trois cas seulement sont possibles : 

i** En tout point de E, Toscillation est nulle. La fonction est dite continue 
relativement à l'ensemble E. 

:)o La fonction n'est pas continue dans E, mais dans tout intervalle contenant 
des points de E il y a des points de E pour lesquels l'oscillation est nulle. La 
fonction est dite ponctuellement discontinue relativement à E. 

3" Au moins dans un intervalle contenant des points de E à son intérieur, 
il n'y a aucun de ces points pour lequel l'oscillation est nulle. La fonction est 
dite totalement discontinue relativement à E. 

Cf. Baire, Comptes rendus, 1898, 1" semestre, p. 885. 

(^) Ce sont celles dont les discontinuités forment un ensemble discret (n** 11 
et 161). En voici un exemple donné par Riemann {Œuvres, trad., p. a43). 

Désignons par (a?) la fonction qui représente la différence entre x et l'entier 
le plus voisin; comme cette définition ne déterminerait pas {x) pour les valeurs 
à égale distance de deux entiers consécutifs, convenons de plus qu'en ces 
points (a?) = 0. 

Ainsi aux points — ; — y {x) est discontinu, et l'on a 

(j? — 0)=-, (;r) = o, (a:4-o)=— -. 

Formons la série 

{x) (aj;) {nx) 



/(^) = 



a^ n^ 



-kk 



Chaque terme (nx) est continu, sauf aux points : la série converge uni- 

2/1 

a k -f- 1 

formément; donc (n» 66) la série est continue sauf aux points En ces 

^ "in 

points 

/(X4-0)=/(x)-^(,+ l + ^...)=/(x)--|l5, 

/(x-o)=/(x)+-i5(.+ l+J....)=/{x)-*-^; 

f{x) est donc discontinu pour toute valeur rationnelle de x qui, réduite à sa 
plus simple expression, est égale à une fraction de dénominateur pair, et par 
suite un nombre infini de fois dans tout intervalle. Mais ces discontinuités 
forment un ensemble non étendu : la fonction est intégrable. 
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pour que, dans chacune déciles, roscillation de la fonction 
soit inférieure à e. 

Raisonnons par Tabsurde. Si le ihéorème n'est pas vrai et que 
l'on divise Tintervalle {ab) en deux parties égales, chacune de 
ces parties en deux autres, etc., parmi les intervalles obtenus 
après p opérations, il j en a au moins un {dpbp) où Toscillation 
dépasse e, et tel que, dans cet intervalle, il y ait au moins un 
intervalle {ap^^ ^p-^t) ^^ l'oscillation dépasse e; dans celui-ci, au 
moins un intervalle jouissant de la même propriété, et ainsi de 
suite. Ces intervalles tendent vers o, et chacun d'eux est ren- 
fermé dans tous ceux qui le précèdent. Il existe donc deux suites 

^ < ^1 < ^ J < • • • < ^rt < • • • > • • • ^n < ^n— 1 < • • • < ^1 < ^ 

qui définissent un nombre Xq, différant aussi peu que l'on veut 
des nombres a», bn qui le comprennent : ces suites sont telles 
que dans chaque intervalle {aub„) l'oscillation dépasse e. 

La fonction étant continue au point Xq^ on peut faire corres* 
pondre au nombre donné e un nombre 3 tel que l'on ait 

|/(:r)-/(ro)|<^ (|^-Xo|<S). 

t 

Par ailleurs n peut ôtre choisi assez grand pour que les deux 
points an et 6« soient compris dans l'intervalle ( — o + Xq, a:© + 8). 

Désignons alors par x' et x" deux valeurs quelconques de x 
appartenant à l'intervalle (anb„). On pourra écrire 

|/(ar')-/(aro) | < ^ |/(^')-/(^o) j < ^» 

et par suite 

Cette dernière conséquence est en contradiction avec l'hypo- 
thèse d'après laquelle, dans l'intervalle {anbn)i l'oscillation devait 
dépasser e ('). 



(') Cf. Dahboux, a. e. N., 1875, p. 73. 

Rappelons les principales propriétés des fonctions continues : 

!• Une foncHorif continue dans un intervalle, qui en deux points a, ^ de 
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20. Une fonction qui a une dériw ée Jinie, en tout point d^ un 
intervalle, est continue dans cet intervalle. 

La réciproque n'est pas vraie : une fonction continue peut, en 



cet intervalle prend des valeurs de signes contraires, s'annule au moins une 
fois entre a et p. 

Ea efîet, appuyons-nous sur ce que, d'après la défînilion de la continuilé, une 
fonction, positive en un point, reste positive dans le voisinage de ce point. 

Supposons /(a)<o, /(p)>o et faisons croître x à partir de a. La fonc- 
tion /(.r), négative au point a, est négative dans le voisinage de a; lorsque x 
croit, Tensemble des valeurs de x pour lesquelles f{x) demeure négatif est 
limité supérieurement, puisque /(P) est positif (p. 26). Appelons X la limite 
supérieure de cet ensemble. 

/(>^) ne peut être positif, puisque, pour des valeurs de x inférieures k X, mais 
aussi voisines de \ que l'on veut, f{x) est négatif. 

f{\) ne peut être négatif ! sinon f{x) serait négatif dans le voisinage de X 
et dés lors pour des valeurs de^x supérieures à X; par suite X ne serait pas la 
limite supérieure annoncée. 

Donc /(X) est nul. 

On en conclut qu'une fonction continue /(a?) ne peut passer d'une valeur /(a) 
à une autre /( p) sans passer par toute valeur intermédiaire C. En effet, la fonc- 
tion f{x) — G prend des valeurs de signes contraires aux points a et p; donc 
elle s'annule au moins une fois entre ces points. 

2" Une fonction, continue dans un intervalle fermé {ab)^ est limitée {finie, 
bornée) dans cet intervalle, et a par suite (p. 26) des limites supérieure et 
inférieure finies. 

En effet, imaginons une division de l'intervalle (ab) en intervalles (x^x^^^) 
assez petits pour que, dans chacun d'eux, l'oscillation de la fonction reste 
inférieure à un nombre donné à l'avance e. Il suffit d'établir qu'aux limites des 
intervalles, c'est-à-dire aux points (a, x,, ..., a?., ..., 6), les valeurs de la fonc- 
tion ne dépassent pas un nombre fixe, puisque les valeurs de la fonction ne 
s'écartent pas des valeurs en question d'une quantité supérieure à e. Or on a 



/(^) 1 <|/(^,.-,)|H-6. 



En ajoutant membre à membre ces inégalités de même sens, on voit que les 
valeurs absolues de la fonction, aux extrémités des intervalles, restent infé- 
rieures à \f{a)\-\- ntj n désignant le nombre des di\isions. 

3» Une fonction continue dans un intervalle fermé {ab) atteint, dans Vin- 
tervallCy ses limites supérieure et inférieure L et l. 

Prouvons, par exemple, l'existence du maximum. Si Ton divise {ab) en deux 
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un nombre fini ou infini de points, ne pas avoir de dérivée déter- 
minée, et même n'en avoir en aucun point ('). 

La notion de continuité irentraînant pas celle de Texistence 
d^une dérivée, certaines recherches ont conduit à élargir la notion 



parties égales, dans l'une au moins ia limite supérieure de f{x) sera L. En 
répétant l'opération du partage, on obtient des inlervalles {ab), {a^by), ..., 
(a„6„), ... renfermés les uns dans les autres, tels que, dans chacun d'eux, la 
limite supérieure de f{x) soit L, et deux suites 



a<a,<...<a„< 



...*„>*„_i>...>* (^^«— a, = 3„ =^j 



qui définissent un nombre x^ appartenant, quel que soit /i, à Tintervalle (a^^^)* 
Prouvons par l'absurde que /{x^) = L. 

D'abord, d'après la définition de L, /(j?^) ^^ surpasse pas L. 

S'il lui est inférieur, posons L — f{x^) = ae. Puisque /(j?) est continu en x^, 
on peut faire correspondre au nombre positif c un nombre positif $|, tel que 

I/(2;o-+-A)-/(;r.)|<£ (|/i|<6,), 

ce qui donne, pour toute valeur de | A | inférieure à 6(, 

f{x^-\- h) <L — e. 

Mais L étant la limite supérieure de f{x) dans l'intervalle (a„6„), il 5' a au 
moins un point de cet intervalle (représentons-le par j:,-hA), où /{x^-i- h) 
et L diffèrent d'une quantité inférieure à e. On a ainsi 

f{x^-h h) > L — e 

en un point où 1 A | < o. Ce résultat est en contradiction avec les premières 
inégalités; car on peut concevoir d'abord la détermination de e, en déduire 6^^ 
et pousser assez loin la subdivision de l'intervalle {ab) pour que 6 soit infé- 
rieur à 6,. 

Le premier de ces théorèmes a été établi par Cauchy {Cours d'Analyse, 
Œuvres, a" série, t. III, p. 278). Gauss et surtout Weierstrass ont attiré l'atten- 
tion sur la nécessité de démontrer les autres. — Cf. aussi Darboux, B. D., 1873, 
p. 807. — Du Bois-Hkymond, Théorie des fonctions, Irad., française, p. 191. — 
Hroden, Théorie der stetigen Functionen (/. de Crelle, t. 118). — Dini, Fun- 
damenti per la teorica délie Funzioni di variabili reali. — Stolz, Vor^ 
lesungen iiber allgemeine Arithmeiik. Differential und Integralrechnung . 

( ' ) Pour les exemples, voir p. 3 et 16. 

Cf. aussi Darboux, A. E. N., 1875, p. 107. On y trouvera également un 
exemple de fonction continue, qui n'est ni croissante, ni décroissante (p. 106), 
un exemple de fonction discontinue qui ne peut varier d'une valeur à une autre 
sans passer par toutes les valeurs intermédiaires (p. 109). Cette propriété des 
fonctions continues ne les caractérise donc pas. 
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de dérivée, de façon à la rendre applicable à toutes les fonctions, 
continues ou non, bien définies dans le voisinage d\in point. 

Pour y parvenir, généralisons d'abord la notion de limite. 

Soit une fonction définie à droite d'un point x^ jusqu'à un 
point x-\-h. L'ensemble des valeurs de la fonction dans l'in- 
tervalle 

{x -h h' , X -+- h) (o<A'^A) 

a des limites supérieure et inférieure L^ et Z^. Quand h diminue, 
les h/t ne croissent jamais, et les /^ ne diminuent jamais : donc, 
quand h tend vers zéro, ces limites supérieure et inférieure ont 
des limites L^ et la* On les appelle limites supérieure et in/é^ 
rieure de la fonction à droite du point considéré. 

Définition analogue pour les limites supérieure et inférieure 
à gauche. 

Cela posé, ^o\lf{x) une fonction définie à droite d'un point x. 
Les deux limites supérieure et inférieure (à droite) de la fonction 

sont appelées dérivées supérieure et inférieure de la fonction à 
droite du point considéré. On obtient de même les dérivées supé- 
rieure et inférieure à gauche. 

Toute fonction bien définie a ainsi en chaque point quatre déri- 
vées, finies ou infinies, distinctes ou égales. 

Quand les deux premières coïncident, la fonction a une dérivée 
à droite; quand les quatre dérivées sont égales, la fonction a une 
dérivée (*). 

2L Une fonction de plusieurs variables peut être continue 
séparément par rapport à chcîcune d'elles sans être continue (^). 



(') Cette notion est due à du Bois-Reymond, Dini, Scheeiïer {A. M., t. V, 
p. 5a). Elle n'exige pas que le domaine avoisinant le point x^ dans lequel la 
fonction est défînie, soit continu. 

On peut montrer que si les quatre dérivées sont finies, la fonction est con- 
tinue; que si l'une des quatre dérivées est continue, la fonction a une dérivée. 

Pour les applications, voir n" 161. 

(^) Cauchy se contentait de la continuité par rapport à chaque variable 
[Cours d'Analyse, etc. {Œuvres, a* série, t. IIÎ, p. 46)J. Le premier, Heine 
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Une fonction continue de plusieurs variables jouit des mêmes 
proprl^^tés que les fonctions continues d'une variable. Démontrons 
la plus importante en prenant le cas de deux variables. 

Théorème. — Lorsqu'une fonction est continue dans une 
aire, à tout nombre positif donné s on peut faire correspondre 
un mode de division de l'aire en éléments assez petits pour 
que, dans chacun d'eux, l' oscillation de la fonction reste infé- 
rieure à e. 

Raisonnons encore par Tabsurde. Décomposons Taire en carrés 
par des parallèles aux axes. Si le théorème n'est pas exact, il y 
aura toujours, aussi loin que nous poussions les subdivisions, une 
suite de carrés dans lesquels Toscillation de la fonction dépas- 
sera e, et par suite un point limite (^o» JKo) (ont déterminera ses 
coordonnées en raisonnant comme au n° 19), dans le voisinage 
duquel Toscillation dépassera e. Cette conséquence est en con- 
tradiction avec riiypothèse de la continuité de la fonction au 
point (^o»ro). 



remarqua que cette coDditioa n'était pas suffisante [Ueber trigonometrische 
Beihen (/. de C relie, t. 71, p. 36 1)]. 

Exemple : La fonction égale à o à l'origine et à — ^ — =^ aux autres points du 

plan est, à l'origine, continue séparément par rapport à x et par rapport à^y, 
puisqu'elle s'annule sur chacun des axes. Elle est discontinue quand on marche 
dans une direction autre querelle des axes; par exemple, sur la bissectrice x=y^ 
la fonction saute brusquement de la valeur o à la valeur i. 

En partant de cet exemple, M. Baire donne le moyen de former une fonction 
continue par rapport à chaque variable, sans qu'il existe aucune aire où elle soit 
toujours continue par rapport à leur ensemble ( Thèse, p. i6 et 88: 1899). 

Remplaçons dans la fonction précédente y par y^. La fonction obtenue ^ ' — j 

X -^ y 

est continue quand on pose y = ex ou a? = cy^ quelle que soit la valeur finie 
de c; elle n'est pas continue à l'origine, car si l'on se déplace sur la para- 
bole ^'*= a:, la fonction passe brusquement de o à i. Ainsi une fonction peut 
être continue suivant toutes les droites passant par un point sans être con- 
tinue en ce point. On peut même construire des fonctions discontinues dans 
n'importe quel domaine, et néanmoins continues sur toute courbe algébrique et 
même analytique. 

De fait, pour qu'une fonction soit continue en un point, il suffit qu'elle con- 
verge uni/orme' ment vers sa valeur en ce point, sur toutes les droites qui y 
aboutissent. 

Cf, aussi Lebksque, C. /?., 1899, i" semestre, p. 811. 
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Comme pour les fonctions d'une variable, on en peut déduire 
les propositions suivantes : 

i** Une fonction continue dans une aire fermée est limitée 
dans cette aire, et dès lors admet une limite supérieure et une 
limite inférieure. 

2° Elle atteint effectivement, au moins en un point de Vaire 
ou du contour, ses limites supérieure et inférieure, c^est-à-dire 
elle a un maximum M et un minimum m, M — m représente 
V oscillation de la fonction dans Vaire. 

3° Elle prend une valeur quelconque, comprise entre Met m y 
en une infinité de points appartehant à Vaire. 

Établissons cette dernière proposition. 

Soient A et a les points de l'aire ou du contour, où la fonction 
atteint ses valeurs maximum et minimum M et m. Si nous les 
joignons par une ligne arbitraire ne sortant pas de l'aire, nous 
atirons, le long de cette ligne, une fonction continue d'une 
variable, qui dès lors prendra au moins une fois toute valeur 
comprise entre M et m. Comme il y a une infinité de lignes 
reliant A et a, il y aura une infinité de points où la fonction 
satisfera aux conditions énoncées (*). 

22. Une fonction de variable complexe,. mise sous la forme 

est continue en un point lorsque les fonctions u et v sont con- 
tinues en ce point. 

Cela revient à dire qu'à tout nombre positif donné e, on peut 



(') Soient une fonction définie sur un ensemble parfait, continu ou non; p un 
point de cet ensemble: p^, •••?/'„» ••• ^es points de l'ensemble qui sont inté- 
rieurs à une sphère décrite de p et qui ont pour limite p. L'oscillation de la 
fonction dans cette sphère est la différence entre les valeurs maximum et 
minimum de la fonction à son intérieur. L'oscillation de la fonction au point p 
(le degré de discontinuité, le saut) est la limite de l'oscillation dans la sphère, 
quand son rayon tend vers zéro. 

Ainsi, à tout point de l'ensemble correspond un nombre, nul ou positif, suivant 
que la fonction est continue ou non en ce point {voir p. 3^). 
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faire correspondre un nombre positif o tel que Ton ait 

l/(- + ï)-/(^)l<£ {|Ç|<5), 

le point ^ -i- s devant rester dans le champ où la fonction est 
définie. 

En eflet, si ces inégalités sont satisfaites, on en déduit, en 
posant Ç = A -f- ik^ 

\u{x ^ h, y -^^ k) — u{x, y)\^->t-\v{x -^ h, y -\- k) — v{x, y)\^<t'^\ 

par suite, u el v sont continus, puisque le module de chaque dif- 
férence est inférieur à e. 

Réciproquement, si u et v sont continus, on peut faire en sorte 
que le modulo de chacune des différences ci-dessus soit inférieur 

à -p; la somme de leurs carrés n^atteindra pas e^. 
va 
On voit aussi que le module d'une fonction continue est continu. 

23. Reprenons la définition de continuité dans un domaine 
fermé, relative, par exemple, aux fonctions de deux variables, et 
les inégalités qui la caractérisent (p. 37). En chaque point du 
domaine, on peut faire correspondre, à tout nombre positif 
donné e, un noihbre S et même une infinité de nombres 8, tels 
que les inégalités (i) soient satisfaites. 

Est-il possible de satisfaire aux inégalités (i) en tous les points 
du domaine, par une même valeur de (*)? 

S'il en est ainsi, on dira que la continuité de la fonction est 
uniforme dans le domaine. 



(') Soit ^{x,y) la valeur maximum des quantités S au point {x, y)^ e étant 
supposé fixé. Ces nombres A forment un ensemble d'éléments tous positifs : tout 
revient à montrer que sa limite inférieure esi positive (et non pas nulle). 

Ici, de fait, ces grandeurs A sont fonctions continues de {x^y) : donc elles 
atteignent effectivement leur limite inférieure (p. 4<>)v <iu^ ^^^ lors e^t positive. 
Celte continuité résuite à son tour de ce que la diiïérence des valeurs de A en un 
point {Xj y) et en un point M intérieur au cercle de rayon A décrit de {x^ y) 
ne dépasse pas en valeur absolue la distance de ces deux points, puisque le cercle 
décrit de M comme centre, avec un rayon égal à la valeur de A relative à M, 
coupe le premier cercle ou lui est tangent. De là une autre démonstration du 
théorème. 

La notion de continuité uniforme est un cas particulier de celle de conver- 
gence uniforme '- /{x, y) est uniformément continu, si f{x -h hj y -h k) con- 
verge uniformément vers f{Xj y) pour h ^ k = o. 
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Théorème. — Une fonction continue dans un domaine fermé 
est UNIFORMÉMENT CONTINUE dons cc domaine (*). 

Il faut prouver qu'au nombre e correspond un nombre positif 
fixe 8, tel que la différence des valeurs de la fonction en deux 
points (■3?'îJ^)i {^\y") soit inférieure à e, si leur distance 
n'atteint pas S. 

Pour cela, divisons le domaine en carrés assez petits pour que, 

dans chacun d'eux, l'oscillation de la fonction n'atteigne pas -; 

appelons S le côté de l'un de ces carrés. 

Ou bien les deux points (^', J''), {^^y") appartiennent au 
même carré, et alors on a 

i/(^',y)-/(^,7')i<^ 

ou bien ils appartiennent à deux carrés ayant au moins un sommet 
commun (^z, ^i), ce qui permet d'écrire 

I /(^', y ) -/(^/, yi)\<\> l/(^% y) -fi^h yi) ! < \ 

et, par suite, 

Remarque, — Il suit de là qu'une fonction de variable com- 
plexe, continue dans un domaine et sur sa frontière, est uni- 
formément continue. 

§ II. — Fonctions ayant uns dérivée déterminée. 

24. Soient u{x,y)^ ^i^^y) deux fonctions réelles, continues, 
admettant des dérivées partielles du premier ordre, elles-mêmes 
continues dans le champ où on les considère. 



(') Le théorème est vrai des fonctions continues, définies sur un ensemble 
par/ait, continu ou non. En effet, supposons qu'il y ait des points de l'ensemble, 
Pli •■•> Pnf '" ^c^s <iuc les valeurs des A aux points correspondants 

(Ai> A2>...> A„>...) 

aient zéro pour limite. Soit p le point limite des points /?,, ..., p^y .... Au 
point p correspond un nombre positif déterminé A; donc dans le voisinage de/?, 
il y a des points /?„ pour lesquels A,, ne reste pas inférieur à tout nombre donné; 
l'hypothèse faite était donc absurde. 

Voir la thèse de M. Baire, p. i3. — Cf. aussi Riquikr, A, E. N., p. 28a; 1890. 
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La combinaison ^v=^ u{x^ y) -{- ii^{x^y) est fonction de la 
variable z^= x -^^ l'y^ quelles que soient les fonctions u et p, en 
ce sens que les valeurs de u et i' sont déterminées, lorsqu'on se 
donne un point z, c'est-à-dire x et y. 

Mais la gënéralité même de cette notion lui enlève tout intérêt, 
car on eist ramené à l'étude de deux fonctions de variables réelles, 
sans que le symbole t joue aucun rôle. Aussi Gauchy l'a-t-il res- 
treinte en imposant à cette combinaison une propriété fonda- 
mentale que possédaient de fait les fonctions particulières de 
variables imaginaires étudiées jusque-là (*). 

Au sens de Gauchy, une fonction u -h iV n'est fonction de z 
dans un domaine que si en tous les points de ce domaine elle a 
une dérivée unique. Il veut dire par là que la limite du rapport 
de l'accroissement de la fonction w à l'accroissement de la va- 
riable z est la même, quel que soit le chemin suivi pour aller du 
point js -h A:s au point z. 

On dit qu'une fonction u 4- iV est analytique dans un do- 
maine (-) lorsqu'elle est formée au moyen d'éléments u et v 



(•) Cauchy, Cours d'Analyse de l'École Polytechnique {Œuvres, a" série, 
t. III, p. 2l3). 

La considération des fonctions de variable complexe sous la forme u + tV a été 
reprise par Riemaon : il en fait reposer la théorie sur les équations (H) du n** 25. 
{Œuvres, Dissertation inaugurale, i85i, p. i.) 

(') Cauchy appelait monogènes les fonctions qui ont une dérivée unique : 
« Nous appellerons monogène une fonction dont la dérivée sera monodrome » 
(Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. IV-, p. 346: i8'i7); il 
appelait synectiques celles qui restent fînies, continues, monodromes et mono- 
gènes dans tout le plan {cf. Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, i'* édition, 
p. II). 

En adoptant le terme fonction analytique, on a repris une dénomination 
dont se servait Lagrange pour désigner les fonctions susceptibles d^un déve- 
loppement en séries de puissances, et on Ta étendu aux variables complexes 
[ Laqr ANGE , Théorie des fonctions analytiques et Leçons sur le calcul des 
fonctions {Œuvres, t. IX et X)]. 

Pour que la fonction u-\- iv ait une dérivée unique en un point {x, y) il ne 

snffit pas que sa dérivée soit la même sur tous les rayons aboutissant au point. 

Ainsi la fonction égale à o pour x -^ iy = o, et représentée aux autres points 

a XY^ 
par {x -^ iy) ^ ^ a à rorigine pour dérivée o sur toute droite passant par 

l'origine; néanmoins elle n'est pas monogène. 

Ici, comme au n** 21, on peut démontrer qu'une fonction est monogcne si, 
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délerminés (*) et continus ainsi que leurs dérivées partielles du 
premier ordre, et qu'elle a une dérivée déterminée, ces condi- 
tions étant satisfaites en général dans le domaine, c'est-à-dire 
sauf peut-être en des points dont la suppression laisse continu le 
domaine dans lequel la fonction jouit de ces propriétés. 

25. Théorème. — Pour que la combinaison wp = w + «V, 
formée à l'aide de fonctions en général déterminées et con- 
tinues, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, 
soit analytique dans un domaine, il faut et il suffit qui! en 
tout point de ce domaine (sauf aux points d'exception) ces 
fonctions satisfassent aux équations aux dérivées partielles 

du __ dv du ^ dv 

àx~ dy ~dy dx 

En effet, donnons à z l'accroissement A5; w reçoit un accrois- 
sement A(v, 

Atv = [a(a: -h tix.y -f- Ay) — u{x,y^\ -h i\v{x -i- A^, j' -h A7) — p(a7,^)], 
OU bien, en appliquant le théorème des fonctions composées, 

caries dérivées sont des fonctions continues (e, e', 7i,t/ sont des 
fonctions de x^ y, ùix, ^y dont les modules tendent vers zéro 
avec A^). 

Divisons les deux membres par Ax + iAj^, et faisons tendre 

f\z) désignant la valeur de la dérivée par un chemin particulier 






re 



tend uniformément vers o avec r, quelle que soit la direction 6 par laquelle 
la variable se rapproche du point z. Cf. Stolz, Grundzùge, etc., p. 80. 

(') La fonction reste analytique si en chaque point elle a plusieurs détermi- 
nations, et marne une infinité, pourvu qu'elles ne forment pas une infinité con- 
tinue (n* 77), et que, d'une détermination initiale choisie, on puisse déduire, le 
long de toute courbe continue, un ensemble de valeurs satisfaisant aux condi- 
tions énoncées de continuité et de monogénéité {voir le paragraphe suivant et 
le Chapitre V). 
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vers zéro Ao: et Ay, de manière que leur quotient ait une limite 
finie déterminée (que nous représenterons par m) ou devienne 
infini. Géométriquement, c'est dire que le point z -\- ^z décrit 
une courbe qui a une tangente déterminée. 

Ou voit que — - a une limite; elle a pour valeur 



du du . / àv 

dx dy \ dx 






im 



IjCS conditions nécessaires et suffisantes pour que cette dérivée 

(fraction rationnelle en m) ne change pas avec le paramètre fh 

sont 

du .àv __ 1 /du .dif\ 
dx dx ~~ i\dy dy] 

Cette égalité équivaut aux deux formules (H) (*). 



(') Cf. RiBMANN, Œuvres, p. 5. — D'après la démonstration, il faut et il suffit 
que la dérivée ait même valeur suivant deux directions, pour qu'elle soit la 
même dans toutes les directions {voir p. 47» note a). 

Sans faire d'hypothèses a priori sur la continuité des dérivées des fonctions i< 
el Vf on peut chercher les conditions pour que la combinaison u -f- iV ait une 
dérivée unique. 

I* Conditions nécessaires, — Laissons y fixe, et donnons à a; un accrois- 
sement Slx. On a 

Aw __ u{x-^ ^x^y) ~- ujx.y) . vjx-h ^x, y)-- v(x, y) ^ 
àz àx ^x 

Pour que le premier membre ait une limite, il faut que chaque fraction au second 
membre en ait une, c'est-à-dire que u et v aient des dérivées par rapport à x. 

Alors dans ce déplacement parallèle à l'axe des x^ la dérivée de w sera -r — H i 3— • 

ox ôx 

En cherchant la dérivée de la fonction dans un déplacement parallèle à Taxe 
des y, on voit de même que u et v doivent avoir des dérivées par rapport à y. 
En égalant les deux valeurs trouvées pour la dérivée de (v, on obtient comme 
troisième condition nécessaire les relations ( H ). 

Mais nous n'avons pas exprimé toutes les conditions nécessaires. Il faut que 
par un chemin quelconque les dérivées soient les mêmes. 

Si nous appelons w'{z) la valeur que nous venons de trouver pour la dérivée 
de Wf on devra pouvoir faire correspondre à tout nombre positif donné c un 
nombre positif 6, tel que l'on ait 






<t (|A5|<6). 



Dés lors, on aura Atv = Az[(v'(c ) + tJ, t. étant une fonction de !iz qui 



4 
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26. Corollaires : 

I. Supposons que les fonctions u et i^ aient des dérivées par- 
tielles du second ordre, et des dérivées continues. On verra du 
reste (n°* 171 et 76) que l'existence et la continuité des dérivées 
du premier ordre entraînent l'existence et la continuité des 
dérivées de tout ordre. 

On peut alors dériver partiellement les relations (H) et de la 
combinaison des équations obtenues déduire 

Ainsi les fonctions u et ç sont des intégrales de V équation 
de La place. 



tendra vers zéro avec Az. En séparant les parties réelles et les parties imagi- 
naires, et en s'aidant des conditions nécessaires déjà trouvées, c'est-à-dire des 
relations (H), on en déduit que Au et Ai' doivent pouvoir s'écrire 

du du 

(G) { 

A^= Aj7— -hA^- — -h8, Aay-ÊjA^'; 

c,, 6, tendant vers zéro quand ^x et ^y tendent indépendamment l'un de l'autre 
vers zéro. 

En résumé, pour que la combinaison u + tV ait une dérivée unique au point z, 
il faut que dans le voisinage de ce point on puisse satisfaire aux relations (H) 
et ( ). 

a" Conditions suffisantes. — Ces conditions sont aussi suffisantes. En effet, 
supposons-les remplies. Si nous posons Aa? — pcosot, A/ = psina, on pourra 
écrire, à cause des équations (G), 

()u du . ./dv dv . \ 
-— cosa -h -r- sm a H- M -T— cosa -h -r- sm a ) 
Atv _ dx dy \dx dy / _^^, ^. 

la fonction 9 tendant uniformément vers zéro avec p quel que soit a. 

Le second membre a donc une limite; en vertu des équations (H), le fac- 
teur cosa -I- i sina se trouve aussi au numérateur. La dérivée a donc pour valeur, 

, -.1» <^« 'dv 
quel que soit a, 1 expression ►" ' j~* 

En particulier, si les dérivées partielles des fonctions 1/ et v satisfont aux 
relations (M) et sont continues, les relations (G) seront vérifiées. Dans ce cas, 
les relations (H) donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour que la 
combinaison u H- ïV soit analytique. On voit aussi que la dérivée (elle prend 
quatre formes différentes) est continue. 



1 
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Les fondions F de deux variables continues, ainsi que leurs 
dérivées des deux premiers ordres, satisfaisant à cette équation, 
s'appellent /o/ic^io/is harmoniques. 

L'équation de Laplace renferme en germe, comme les deux 
équations simultanées aux dérivées partielles (H), toute la 
théorie des fonctions d'une variable complexe. On l'écrit sous 
forme abrégée, en se servant de la notation de Murphy, AF=:o. 

IL Chaque fonction u et v est harmonique : dès lors aucun 
des deux éléments d'une fonction analytique ne peut être choisi 
arbitrairement. 

Du reste, à toute fonction harmonique {/ correspond une 
fonction ç déterminée à une constante additive près, telle 
que la combinaison u -h n' soit analytique. 

En effet, définissons une fonction v par Tégalité 

, dv j àv , du , du . 

dv = -— dx -\- -- dy = — dx -^ -r— dy. 

àx dy -^ Oy âx '^ 

La règle relative à l'intégration des différentielles totales donne 

■'^ I du 






L'intégrale est prise le long d'un chemin arbitraire joignant les 
points (^o^o)? {^j y)f ^"^ c*»*- indépendante du chemin, puisque u 
vérifie l'équation de Laplace (n** 167). 

IIL Les deux familles de courbes a(ar, j>') = a, v{x, y)= ^ 
(a et p varient avec les courbes de chaque famille) forment un 
réseau orthogonal, puisque les égalités (H) entraînent la relation 

ou ôv du dv _ 
Ox dx dy dy 

IV. Dans la fonction analytique çv = // -f- à» mettons en évi- 
dence les variables z et v, ce (|ui donne 



w 



— u{Z'-iy,y)-\- iviz — iy.y). 



Supposons que la fonction w soit une fraction rationnelle, ou, 
plus généralement, ait une expression analytique telle que, pour 
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la (léiîver, on puisse lui appliquer le ihéorème des fonclioos com- 
posées et écrire 

dw .du du ./ .dç dif\ 

— = — i j \- i\ — i — ~+- ' — ) • 

ày dx dy \ doo dy j 

Le second membre est nul en vertu des* égalités (H). La lettre y 
a donc disparu de l'expression de w : en d'autres termes, x ^l y 
ne figurent dans w qu'associés par le symbole i. 

Remarques : 

L Lorsqu'une fonction w=zf(^z) est analytique dans un do- 
maine, et qu'une fonction fV{ = <p(iv) est fonction analytique de w 
dans le domaine correspondant, w^ est fonction analytique de z 
dans le premier domaine. 

Car 1 existence d une limite pour-r— et -—^ entraîne 1 existence 

1) 1* • ^f^i 

ci une limite pour —, — • 

IL Une fonction analytique, çv = e^ + «V, a une dérivée ana- 
lytique (en supposant que u et r aient des dérivées du second 
ordre, et des dérivées continues). 

En effet, la dérivée de (v, c'est-à-dire la fonction ^ — *" ' ^ 

a une dérivée unique, en vertu des identités (H). 

27. Au lieu de considérer des fonctions mises sous la forme 

u{x,y)'\-iv{x,y), 

on peut reprendre la définition des fonctions analytiques en étu- 
diant directement des fonctions d'une variable x-^ iy = z. 
Soient 

iv=f{z) une pareille fonction; 
z un point où elle est finie; 
z-{-^ un point voisin. 

Formons le rapport 

S'il tend vers une limite quand Ç tend vers zéro, et si cette 
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limite est indépendante du chemin suivi par le point 5 -|- Ç pour 
se rapprocher du point z^ cette limite s'appelle la dérivée de la 
fonction, et on la représente par f\z) (*). 

28. L'interprétation géométrique des conditions pour qu'une 
fonction m -h iv soit analeptique a servi de point de départ à Rie- 
mann pour sa théorie des fonctions. 

Définir la représentation d'un plan z sur un plan (v, c'est se 
donner deux fonctions u^x^y), ^{x^y). La considération d'une 
fonction analytique mise sous la forme z^ -h «V, et par suite de 
deux fonctions u et c, revient dès lors à l'étude d'une repr'ë- 
sentation. 

Ce qu'il y a de caractéristique, c'est que les représentations 
auxquelles conduisent les fonctions analytiques sont con- 
formes; et réciproquement. 

Nous reviendrons (Liv. II, Chap. X) sur cette théorie : bientôt, 
en étudiant des fonctions simples, on indiquera les représentations 
auxquelles leurs définitions donnent naissance. Pour l'instant, dé- 
montrons cette proposition fondamentale dans la théorie de Rie- 
mann : 

A toute fonction analytique correspond une représentation 
conforme directe. 

Pour rétablir, on doit prouver que deux courbes arbitraires C 
et G du plan z^ passant par un point m, se coupent sous le même 
angle que leurs courbes images F et F', passant par le point ix; de 
plus, cet angle est encore le même, si l'on tient compte du sens 
dans lequel il faut tourner pour amener C sur C et F sur F'. 

On suppose, au point z^ la dérivée différente de zéro (-). 



(*) Dans tous les cas où l'expression de (v en ;; est telle que l'on en peut 

déduire, par les règles de la différentialion, une expression de —r^ en z, la 

dérivée est évidemment unique. 

Nous venons de voir que l'on peut passer de la forme w -4- iV à la forme /(-) : 
la réciproque est vraie (n" 317), au moins pour les fonctions analytiques. 

C) Les points où la dérivée cesse d'être finie et différente de zéro sont dits 
points irréguliers de la transformation ; en ces points, la représentation peut 
cesser d'être conforme. 



H 
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1° On peut donner du ihéorème une vérification de calcul. 
Soient 

dXj dy^ et o^r, ùy les diflrérenlielles dans les déplacements sur C 
elC {fig. 3 et 4); 



Fig. 3. 




TTL' 




ac 



0) 



u 



a et a' les angles que font avec Ox les tangentes à ces courbes 
(dans les directions qui correspondent aux sens positifs des 
arcs); 

a' — a sera l'angle des tangentes aux courbes C et C 



Désignons par da^ dv^ ô«, ôi^, &, ^' les éléments correspondants 
dans les courbes images. On aura 



cos(a' — a) = 



cos(P'-p) = 



dxr.x-^dyly 



v/( dx^\- dy- ) ( jr» -h ù'y^ ) 
du ÙU -h d\^Zv 

^ . _________ __ • 



A cause des relations (H), on peut écrire 



du = --— dx 
Ox 

dv = —-dx 

dy 



du 
dy 



dy, 



du , 



et opérer de même pour 3^^ et oc. Après la suppression du facteur 
différent de zéro 



dans l'expression de cos(^'- jj), on voit que les cosinus des 
angles a' — a et |3' - ^:J sont les mêmes. 
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Un calcul simple mon ire que A~* représenle le rapporl de simi- 
litude des deux figures dans le voisinage d'un point et du point 



image. 



Il varie d'une manière continue lorsque ;; décrit une courbe 
continue. 

2° Une démonstration directe (*) met en évidence la raison du 
ihéorème, en montrant qu'en chaque point z le module de la 
dérivée représente le rapporl de similitude des figures corres- 
pondantes ((V, z)y et que son argument donne en grandeur et 
sens l'angle dont doit tourner Télément d'une courbe z pour 
devenir parallèle à Télémcnt correspondant \\\ 

Soient iv=/(z) la fonction analytique donnée, /'(>3) la valeur 
de sa dérivée. 

Représentons par (5|,(V|) deux points des courbes C et F, 
voisins des points (5, iv). 

Des égalités 

f'(z) = p(cosoi -h / sin w) (p<^o)j 

Zi — <s = /'(cosO -h e sinO), 

Wj — w = \\{ cos © -I- t sin cp) 



on déduit 



Jim— = p, Jim(o — 0) = to. 



Lorsque z tend vers zéro, les angles et cp ont pour limites 
les angles a et ^ que font, avec Taxe des jc, les tangentes aux 
courbes C et F. 

Donc p — a = w, et par suite la tangente à chaque courbe iv 
s'obtient en faisant tourner d'un angle constant (o la tangente à 
la courbe z correspondante. 

On voit également que, si les axes ont nu-me disposition dans 
les plans z et (v, le sens de rotation est conservé. 



( *) C'est à peu près la dcmoDsLration donnée par Ricmann {Œuvres, p. 5). — 
Le liei» entre la théorie des variables complexes et la représentation confonnefut 
ticcouvcrt par Lagrangc et Gaiiss : Allgemeine Aujlôsung der Aii/gabe, die 
Telle einer gegebenen Ftàche au/ eine andere gegebcne Flàche so abzubilden, 
ciass die AbbUdung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen àhniich wird 
[OAUS8, 1825 {Œuvres, t. IV)]. 
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Remarque, — Faire suivre d^une symétrie par rapport à Taxe 
des u {fig* 5 et 6) une transformation définie par Tégalité 

Fig. 6. 



^^ 




t/ik 




(a» 



U/ 




revient à la transformation unique 

Elle est encore conforme, mais conforme inverse, le sens de 
rotation des angles étant changé. 

§ JJI. — Fonctions analytiques uniformes. 

29. Une fonction analytique est uni/orme dans tout le plan 
lorsque, en tout point, elle a une valeur unique (*). Les fonc- 
tions 5"* (m étant entier), e*, sin^, elc, et les fonctions ration- 
nelles de ces fonctions sont uniformes. 

Une fonction analytique non uniforme peut avoir un nombre 
fini de déterminations (par exemple, la fonction algébrique) ou en 
avoir une infinité (comme le logarithme). En langage géométrique, 
on dira alors que la fonction a une infinité de branches. 

Une fonction peut être uniforme dans un domaine, sans être 
uniforme dans tout le plan. 

Soient un domaine à connexion simple ou multiple, et une fonc- 
tion w définie par une relation /{z^ iv) = o, telle que à chaque 
valeur de z correspondent plusieurs valeurs de w. On conçoit que, 



(') On dit aussi que la fonction est univoque, monotrope, monodrome, bien 
déterminée {eindeutig) : à la fonction uniforme on oppose la fonction mul' 
tiforme, plurivoquc, polytrope^ à déterminations multiples. 
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SOUS certaines conditions (nous les préciserons plus tard), une 
dëlerminalion particulière (V| varie d^une manière continue quand z 
décrit une courbe continue intérieure à un domaine. La branche Wt 
est uniforme dans ce domaine lorsque, à une courbe fermée quel- 
conque décrite par le point z et ne sortant pas du domaine, cor- 
respond une courbe fermée décrite par le point tv,. 

Ainsi Tégalité iv^=z définit deux branches d'une fonction de z ; 
chacune est uniforme dans tout domaine simplement connexe qui 
n'a pas l'origine à son intérieur. 

La relation iv^^= s* — i déiinit deux branches, uniformes dans 
le domaine limité par deux circonférences dont le centre est 
à l'origine et dont les rayons surpassent l'unité. 

30. Une fonction est holomorphe ou régulière en un point 
intérieur à un domaine continu lorsqu'elle est continue, analy- 
tique et uniforme en ce point, ainsi que sa dérivée. Un pareil 
point est dit point ordinaire. Elle est holomorphe dans le 
domaine, lorsqu'elle est holomorphe en tout point intérieur. 
Ainsi une fonction mise sous la forme u + iv est holomorphe 
si les fonctions u et c, ainsi que leurs dérivées partielles du 
premier ordre sont déterminées et continues, et si ces dérivées 
satisfont aux relations (H) (*). 

Cette définition donnée par Cauchy n'est pas arithmétique, en 
ce sens qu'elle ne permet pas de calculer effectivement les valeurs 
de la fonction en chaque point : ce qu'elle indique, ce sont ses 
propriétés. 

Mais un théorème fondamental (n^ 177) permet, étant donnée 
une fonction holomorphe dans un cercle de centre a, de repré- 
senter la fonction, à l'intérieur de ce cercle, par une série ordonnée 
suivant les puissances àe z — a (^). 

Réciproquement, une pareille série représente une fonction 
analytique, uniforme et continue, ainsi que sa dérivée. 



(<) Pour édifier la théorie des fonctions analytiques, lorsque les fonctions 
à étudier sont mises sous la forme /(z), il suffit même, comme l'a montré 
M. Goursat, de supposer la continuité de/(^) et Vexistence de f'{z) (n" 168). 

(3) Nous parlons évidemment de séries convergentes, c'est-à-dire telles que 
les suites formées en additionnant i, a, .. ., /i, . . . termes convergent vers une 
limite (voir n" 59). 
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Dès lors, par fonction holomorphe dans un domaine on 
entend indifféremment (*) : i** une fonction analytique, uni- 
forme et continue, ainsi que sa dérivée première, en tout 
point intérieur au domaine; 2® une fonction développable en 
série de puissances dans le voisinage de tout point intérieur, 

31. Soit une fonction ^(5) holomorphe en un point a, ou pour 
simpliGer à Torigine. On pourra écrire 

y(s) = «Q-h «i-s -h. . .H- ««^«-h. . . (1 ;; I < 8). 

Lorsque les n premiers coefficients du développement sont nuls, 
on dit que V origine est un zéro d^ ordre n. On a alors 

(5(5) désignant une série entière qui ne s'annule plus à l'origine. 

Un zéro d'une fonction est isolé lorsque la fonction n'a pas 
d'autre zéro dans son voisinage (p. 21). Nous verrons que les 
zéros d'une fonction holomorphe sont des points isolés (n'*^ 77 
et 228). 

Lorsqu'une fonction, holomorphe dans un cercle, ne s'annule 
pas au centre de ce cercle, l'inverse de la fonction est holomorphe 
dans un cercle concentrique (■•^). 

Weierstrass a appelé fonctions entières les fonctions régu- 
lières en tout point à distance finie : on les divise en fonctions 
entières rationnelles (ou polynômes) et fonctions entières trans- 
cendantes* 

32. A la fonction régulière dans un domaine on oppose celle 
qui a des singularités : un point singulier est un point où la 
fonction n'est pas régulière. 



(') On distingue parfois ces d(^finitions en rattachant l'une au nom de Cauchy, 
l'aulrc à celui de Weierstrass. Nous démontrerons la plupart des théorèmes en 
partant de chacune d'elles, et au Livre 11 nous comparerons les procédés de 
Cauchy et de Weicrsirass. 

. M. Méray remplace holomorphe par olotrope : il dit qu'une fonction est olo— 
Irope avec un olomèlre ô quand le rayon du cercle de convergence est égal à 6. 

(') Ce théorème est évident si l'on adopte pour la fonction holomorphe la défi- 
nition de Cauchy. Nous le démontrerons (n" '288) en parlant de celle de Weierstrass. 
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Les singularités des fooclions analytiques uniformes sont po- 
lai r es ou essentielles. 

Un point a est wn pôle lorsque, dans son voisinage, la fonction 
peut être mise sous la forme 

o{z) est supposé holomorphe dans le voisinage de a. 

La partie du développement qui renferme les puissances néga- 
tives de >3 — a est la partie principale ou caractéristique relative 
au pôle a : elle a un nombre limité de termes, comme le déve- 
loppement d^une fraction rationnelle (^). 



(') De cette définition résultent les propriétés suivantes (nous les groupons ici, 
mais nous n*en aurons besoin que plus tard) : 

!• On peut trouver un entier positif n tel que le produit {z — a)"/('5 ) soit 
égal à une fonction '^{z) holomorphe dans le voisinage du pôle a, 

La réciproque est vraie. En cfTet, «{^(-s) étant holomorphe dans le voisinage 
de a, on peut écrire 

+ (-) =A,-hA^,(;; — a)4-...-+-A,(i: — a)»-'^-..., 

et dès lors 

^/ V ^{^) A, A„ , . 

•' ^ ' (5 — a)" z a {z — a)'' • ^ '» 

9(2) étant holomorphe dans le voisinage de a. 

•?.• Dans le voisinage d*un pôle, l'inverse de la fonction est une fonction 
holomorphe. En effet, de l'égalité 

{z-aYf{z) = ^{z) [ + (a)?o] 
on déduit 

7(T)-(---«>";>(V)' 

Ja fonction holomorphe ^{z) n'élant pas nulle en a, son inverse est holomorphe 
(p. 58). 

La réciproque est vraie : une fonction non régulière on un point a, de telle 
manière que son inverse soit holomorphe, admet le point a pour pôle. 

3* Un pôle est isolé; car, d'après la propriété précédenle, les pôles d'une 
fonction uniforme sont les zéros d'une fonction holomorphe. 

4" Un point a, dans le voisinage duquel une fonction a une infinité de zéros 
ou de pôles y n'est ni un point ordinaire^ ni un pôle. En efl'et, ce point n'est pas 
ordinaire, puisque dans son voisinage la fonction a des zéros qui ne sont pas 
isolés. Ce point n'est pas un pôle, puisqu'il n'est pas isolé. Donc on a affaire 
par définition à un point singulier essentiel. 
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L^exposant n indique Tordre du pôle. 

Les fonctions uniformes n'ayant à distance finie que des sin- 
gularités polaires sont appelées yrac^io/i/îaire5 ou méromorphes, 

33. Nous verrons (n** 239) que le point singulier essentiel 
isolé (*) est caractérisé par la propriété suivante : dans son voi- 
sinage, on peut mettre la fonction sous la forme 

©(^) est supposé holomorphe dans le voisinage de a. 

Dans le cas du pôle, la partie fractionnaire avait un nombre 
limité de termes; ici, c'est une série, 

34. Point à Vinfini. — Le changement de variable 5 := Ç~* 
le ramenant à Torigine, il suffit d'étudier le point zéro de la 
fonction transformée. Il n'y a rien à changer aux définitions 
ci-dessus. 

r* La fonction /(.s) ou /(Ç~*) est régulière à Vinfini si, dans 
le voisinage de ÎJ =^ o, on peut écrire 



/a)=«. 



-i- «1 Ç 4- . . . -4- a^ î« -H . . . . 



Supposons la fonction régulière à l'infini. L'infini est un zéro 
de la fonction f{z)^ si la fonction /(Ç""*) s'annule à l'origine, 
c'est-à-dire si a^ est nul. L'exposant de la première puissance 
de JJ dont le coefficient n'est pas nul donne Yordrè du zéro, 

a° Si la fonction n'est pas régulière à l'infini, l'infini est un 
point singulier. C'est un point singulier isolé si, dans son voi- 
sinage, il n'y a pas d'autre point singulier. Cette singularité isolée 
est polaire ou essentielle. 



(^) Ea parlant de singularité isolée, on peut exclure de son voisinage toutes 
les singularités (c'est ce que l'on fait ici), ou seulement les singularités de m6me 
type ou de type plus compliqué. 

Pour le pôle, il nV a pas lieu de faire celle dislinclion, puisqu'il correspond 
à la singularité la plus simple. 
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C^est un pôle si, dans le voisinage de !^ = o, on a 

Ce pôle est d^ordre n (*), et la partie principale est le polynôme 

C'est un point essentiel, si la partie principale a un nombre 
illimité de termes. 

35. Effectuer une substitution, c'est remplacer une ou plu- 
sieurs variables par une ou plusieurs fonctions de ces variables. 
On représente cette opération par les notations 

OU simplement par 

(?(^))> (?(^»r»^)» ^(^«.r»'»)» xi^^y^^))' 

Considérons un ensemble de substitutions, en nombre fini ou 
înûni. he produit de deux substitutions données dans un certain 
ordre est Topération qui consiste à effectuer la première substi- 
tution et, dans le résultat obtenu, à effectuer la seconde (Tordre 
dans lequel on exécute ces deux opérations n'est pas indifférent). 
La définition de puissance positive d'une substitution en découle. 
Les notations 



( » ) On voit ce qu'il faut entendre ici par zéro d'ordre /i, pôle d'ordre n (n est 
un entier positif fini). On emploie le mot ordre dans d*autres acceptions, quand 
on se sert des locutions : ordre d^ une /onction en un point, ordre total d'une 
/onction. 

f* En un point. Tordre d'une fonction est zéro, si le point n'est ni une racine, 
ni un pôle; il est égal à + /i ou à — /?, si le point est racine d'ordre n ou pôle 
d'ordre p, 

2* Vordre total d'une fonction ou simplement Vordre est le nombre total des 
pôles, comptés avec leur degré de multiplicité, qu'elle admet dans une région. 
Far exemple, l'ordre d'une fonction algébrique est le nombre total de ses pôles 
dans tout le plan; Tordre d'une fonction elliptique est le nombre de ses pôles 
dans le parallélogramme des périodes. 
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indiquent, les premières le produit des substitutions ^(z), ^(^), 
la dernière le produit de n substitutions consistant à remplacer ;:; 
j)ar o{z) et à répéter cette opération n fois. 

On appelle substitution identique celle qui n'altère pas la 
variable. 

La substitution inverse d'une substitution ('f (s)) est l'opé- 
ration qui consiste à remplacer :; par une fonction de z' telle 
que l'on ait 5'=cp(^). On la représente par (2, ©~*(<s)). 

Une substitution suivie de son inverse, c'est-à-dire le produit 
des substitutions (^,©(5)), (^z, (p~*(5)) revient à la substitution 
identique (z^z), 

La substitution inverse ou puissance — i d'une substitution 
permet de définir les puissances négatives d'une substitution. 

Il est souvent commode de représenter par des lettres S, T, U, ... 
les substitutions d'un ensemble : les symboles ST, SÏU, S'",S~*, 
S® (ou i)désignerontrespectivement le produit des substitutions S 
et T, des substitutions S, T, U, de m substitutions égales à S, la 
substitution inverse de S, la substitution identique (*). 

Bornons-nous aux ensembles de substitutions dont la définition 
entraîne celle de l'inverse de toute substitution qui y figure, et 
qui contiennent l'inverse de toute substitution (et par suite la 
substitution identique). 

Un tel ensemble de substitutions forme un groupe, lorsque 
le produit de deux substitutions quelconques de r ensemble 
appartient à V ensemble. 

Lorsque, dans un groupe, on peiit isoler un nombre fini ou 
infini de substitutions, telles qu'elles forment un nouveau groupe, 
ce groupe partiel constitue un sous-groupe. 

Cette notion de groupe peut être généralisée et appliquée à un 
ensemble d'opérations ou de transformations : dans les conditions 



(*) Les symboles ST, TS n'indiquent pas, avons-nous dit, la même succession 
d'opérations; aussi l'on n'a pas toujours ST = TS. Au contraire, on peut écrire 

STU = S(TU). 
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précédentes, elles forment un groupe lorsque la succession, ou 
produit de deux opérations, est équivalente à une seule opération 
appartenant à l'ensemble (* ). 

Prenons comme exemple les substitutions linéaires, c^est-à-dire 

les substitutions (z, -3 )• Le produit de deux quelconques de 

ces substitutions est une substitution de même t}'pe; il en est de 
même de la substitution inverse de chaque' substitution. Nous 
nous occuperons seulement des groupes dont les substitutions 
dérivent d'un nombre Jini de substitutions. 

En particulier, l'ensemble des substitutions linéaires pour 
lesquelles a, 6, c, d sont réels forme un groupe (on suppose 
toujours, ce qui ne diminue pas la généralité, que le détermi- 



<*) Ainsi, en Géomélrie plane, l'ensemble des déplacements d'une figure forme 
un groupe (continu), qui a pour sous-groupes l'ensemble des translations et 
Tensemblc des rotations autour d'un môme point. L'ensemble des homothéties 
forme un groupe, puisque deux figures homothétiqucs d'une troisième sont homo- 
ihétiques entre elles. L'ensemble des inversions ne forme pas de groupe; car le 
produit de deux inversions n'est pas une inversion. 

Ainsi les intégrales d'une équation différentielle linéaire subissent une substi- 
tution linéaire quand la variable décrit dans le plan un contour fermé quel- 
conque : l'ensemble des substitutions relatives à tous les contours possibles 
forme un groupe (discontinu au moins dans une région du plan). 

D'une manière générale, soient a, 6, c, . . . un système d'éléments de nature 
quelconque : on dit qu'ils forment un groupe, quand les conditions suivantes 
sont réalisées : 

i<* Le produit de deux éléments quelconques a et ù du système est un élé- 
ment c du système; 

3* Les éléments ab et ba peuvent être différents; mais les éléments {ab)c 
cl a (Oc) doivent être les mêmes; 

3* Les égalités ab = ab\ ab ~ a' b doivent entraîner : la première, 6 = ô'; la 
seconde, a = a'; 

4" Quand, de trois éléments a, ô, c de rensembie, deux sont donnés arbi- 
trairement, on doit pouvoir déterminer le troisième de telle sorte que Von 
ait ab = c. 

On remarquera que, pour les ensembles ayant un nombre fini d'éléments, 
cette quatrième propriété rentre dans les précédentes, et dès lors on peut se 
dtspenser de la vérifier directement. 

Celle définition montre que tout groupe renferme la substitution identique 
( c/. Weber, Lehrbuch der Algebra, t. Il, p. 3). 
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nant, ad — bcy de chaque substitution est égal à i) : tout sous- 
groupe de ce groupe est appelé groupe fuchsien ( * ). 

Parmi les groupes fuchsîens, on distingue le groupe modu- 
laire : c'est le groupe formé par toutes les substitutions linéaires, 
dans lesquelles a, 6, c, d sont des entiers (de déterminant -H i)« 
Cet ensemble de substitutions renferme la substitution inverse de 
chaque substitution et le produit de deux substitutions quel- 
conques, et par suite forme bien un groupe (le déterminant 
reste égal à i); il est fuchsien, puisque ses substitutions dérivent 
d^un nombre fini de substitutions (n° 41). 

Appliquons ces généralités à Tétude des fonctions. 

Considérons les fonctions uniformes y(^) qui ne changent pas 
lorsqu'on effectue sur leur argument z une substitution déter- 
minée ^{z) et la substitution inverse de cette substitution. D'après 
les notations précédentes, on aura 

/(tc-s)) =/(5), /(r (^)) =/(?-'*(^)) =/(-«). 

Si ^{z) est de la forme .s-f-ûr, la fonction est àxie pério- 
dique. 

Si <f{z) est de la forme -j> la fonction est dite automorphe 

ou à transformation linéaire. 

Plus généralement, on appelle fondions automorphes les 
fonctions uniformes qui restent invariables pour les Iransfor- 
malions d'un groupe de substitutions linéaires du tjpe ci-dessus : 
en particulier, les fonctions fuchsiennes sont les fonctions uni- 
formes qui restent invariables pour les transformations d'un 
groupe fuchsien, et les fonctions modulaires celles qui, par 
les transformations du groupe modulaire, ne prennent qu'un 
nombre limité de valeurs. 

Une région fondamentale pour une fonction uniforme est un 



(') Un groupe est discontinu dans une région lorsque, dans le groupe, î! n'y 
a pas de substitution remplaçant un point M de cette région par un point 
différent de M et dont la distance à M soit inférieure à tout nombre donné. 

Un groupe fuchsien est discontinu dans toute région située au-dessus de Taxe 
réel et n'ayant avec cet axe aucun point commun; il n'est pas discontinu sur 
cet axe. 
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domaine dans lequel la fonction prend toutes les valeurs dont elle 
est susceptible, et prend chaque valeur une seule fois. 

En particulier, pour une fonction automorphe, la connais- 
sance d'une région fondamentale permet d'en obtenir une infi- 
nité d'autres. Deux régions fondamentales ne peuvent avoir de 
point commun. 

36. Fonctions holoniorphes de plusieurs variables, — Soit 
une fonction de /> variables complexes (^z^^ ..., Zp)^ définie dans 
un domaine continu multiple, formé par des aires situées dans 
p plans diflTérenls. Elle est holomorphe en un point (ai, . . . , Up) 
intérieur à ce domaine, si elle est holomorphe en ce point res- 
pectivement par rapport à chacune des variables, quand les p — i 
autres variables restent fixes. 

On en conclut (p. 57) qu'une fonction holomorphe admet 
p développements, chacun de la forme 

^^n{zx, . . . , 5^-i)5,=rt, {^p—apY (I Zp— a^ |< 3), 

et on lui assignera (n®* 139, 182, 297), comme propriété caracté- 
ristique, la possibilité d'une représentation par une série multiple 

^Av, v^('5i — ai)^»...(5p— ap)vp (v,,...,Vp=o, 1,2, ...)» 

à l'intérieur de cercles \zi — a/ 1 = o,-, les oi étant des nombres 
positifs fixes, égaux ou non. Ces cercles forment le voisinage du 
point (ai, .. ., ap). 

Si l'une des quantités ar est infinie, on remplace \zr — ar\ 

Une fonction est holomorphe dans un domaine, quand elle est 
holomorphe en tout point intérieur. 
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METHODES GENERALES DE DÉFINITION ET DE REPRESENTATION 

DES FONCTIONS. 



37. Les problèmes que l'on peut se poser a priori, comme 
ceux auxquels conduisent les recherches de Géométrie, d'As- 
tronomie, de Mécanique, de Physique, se traduisent le plus sou- 
vent par des équations : elles se présentent sous forme finie ou 
sous forme différentielle. Comment les résoudre, ou mieux com- 
ment étudier les fonctions qu'elles définissent? 

Pour les équations algébriques, on essaya d'abord d'obtenir les 
inconnues en fonction des coefficients, sans recourir aux séries et 
aux intégrales définies. Quand Abel eut montré qu'au delà du 
quatrième degré la résolution par radicaux est impossible, les 
recherches prirent une direction nouvelle. On s'occupa de la 
réduction des équations à certains types normaux, et de ques- 
tions relatives aux transformations des irrationnelles et à leur 
classification (*). 

De même, en Analyse, on chercha d'abord à exprimer les solu- 
tions des équations différentielles à l'aide de transcendantes con- 
nues ou de fonctions définies par des quadratures. 

JJ intégration ainsi entend iie n'est possible que dans un nombre 
très limité de cas. Aussi, dans la théorie moderne des équations 
différentielles, on se place à un point de vue différent. La question 
de leur réduction joue un grand rôle. « Dans les travaux récents, 
qui prennent leur point de départ dans la théorie de Galois, un 
système différentiel est considéré comme définissant des relations 
entre certaines variables qui jouent toutes le même rôle; le sys- ^ 



(») C/. Jordan, Traité des substitutions. Préface. — Klein, Conférences de 
Chicago (trad. Laugcl, p. 67). 
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tème est dit réductible, si son intégration se ramène à l'inté- 
gration successive ou simultanée de systèmes plus simples, com- 
binés d'une manière quelconque (*). » Dans tous les cas, sans 
cherchera représenter explicitement l'intégrale de l'équation par 
une expression analytique unique, on étudie sur l'équation diflfé- 
rentielle elle-même les fonctions qu'elle définit. Supposons par 
exemple démontré que l'intégrale est une fonction analytique au 
sens de Weierstrass dans un certain domaine : on cherchera à 
déduire les propriétés de cette fonction des propriétés caractéris- 
tiques de l'équation, à voir sur l'équation si cette fonction ana- 
lytique est uniforme ou multiforme, quelle est la place de ses 
singularités, quelle est leur nature. 

Après l'introduction de transcendantes auxiliaires spéciales 
(telles que e^, 0-5, Tz) pouvant servir d'éléments de réduction, 
ces problèmes exigent l'étude préliminaire des procédés généraux 
de représentation des fonctions [les séries, les produits infinis, 
les intégrales (^)] et la connaissance de certaines catégories de fonc- 
tions (par exemple les fonctions analytiques). 

Vis-à-vis des transcendantes particulières, plusieurs questions 
se poseront : 

i^ 11 faudra choisir un point de départ pour leur définition. Si 
la définition d'une fonction /?ar une série a l'avantage d'être très 
générale, elle met rarement en évidence ses propriétés essentielles, 
se prête mal à la découverte de propriétés nouvelles, exige souvent 
un nombre infini d'éléments pour représenter la fonction dans tout 
son domaine d'existence. D'autre part, l'étude d'une fonction 
d'après des propriétés fonctionnelles est un problème difficile. 
Aussi, la voie la plus simple est-elle ordinairement celle de Véqua- 
tion différentielle ( ' ) . 



( ' ) Painlevk, Leçons sur les équations différentielles professées à Stockholm, 

p. 489. 

(') La théorie des fondions uniformes a assez progressé pour que l'on puisse 
considérer comme intégrée, au sens moderne du mot, une équation dont l'inté- 
grale est uniforme. 

Cf. PoiNCARÉ, /. M., 1881, p. 375. — Painlevè, Leçons, etc., p. i. 

(^) Les transcendantes classiques vérifient des équations difTérentielles simples. 
Il y a exception pour la fonction r('S), qui n'est solution d'aucune équation dif- 
férentielle algébrique, comme l'a montré M. Hôlder ( J/. .4., t. XWIII, p. i; 1887) 
et la fonction de Ricmann \{z). 
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2^ En întroduisaDt chaque traDscendante, on examinera si elle 
esl réductible à des symboles déjà étudiés. Par exemple, l'expo- 
nentielle et le logarithme ne peuvent être ramenés aux fonctions 
algébriques définies par des équations ayant pour coefficients des 
nombres algébriques. 

3° Quand des transcendantes sont réductibles les unes aux 
autres, il faut faire choix de transcendantes types (^) : ainsi, toutes 
les fonctions elliptiques peuvent s'exprimer à l'aide d'un certain 
nombre d'éléments; quels éléments types adopter? 



(*) Cf. LiouviLLE, /. M. y 1887, p. 68; i84o, p. 35. — La classification des trans- 
cendantes du Calcal intégral, ébauchée par Liouville, n*a pas gardé son impor- 
tance devant les découvertes modernes de l'Analyse. — C/. Drach, Essai sur la 
classification des transcendantes {A, E. JS\, 1898, p. 2^Z), — KcENiosBERaEii, 
M, A., t. XXVIII, p. 483. 
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CHAPITRE I. 

FONCTIONS ALGÉBRIQUES (M. 



§ I. — Fonctions uniformes. 

38. Une fonclion w de la variable :; est fonction algébrique, 
si elle est définie par une relation de la forme /(s, (v) = o, où y 
est un polynôme entier en 5 et en iv, irréductible. Le poly- 
nôme est irréductible s'il ne peut être remplacé par un produit 
de facteurs entiers en z et en ^v. 

Les fonctions algébriques les plus simples sont les fonctions 
uniformes (\\x\ correspondent aux équations 






aiZ^ 



2^*^' 



i =0, I, . . ., /// 



Ce sont \e% polynômes entiers et les fractions rationnelles. 

Pour le polynôme, fonction régulière dans tout le plan, le point 
h rinfini est un pôle; l'ordre de ce pôle est égal au degré du 
polynôme. 

La fraction rationnelle cesse d'être régulière dans le voisinage 
des racines du dénominateur; ces racines sont des pôles. La 



(') Dans leur éludCf il faut associer les noms de Cauchy, de Puiseux, de Rie- 
mann. La voie a élé ouverte par Cauchy. Mais c*est le Mémoire de Puiseux 
(y. M.f t. XV, p. 365; i85o) qui, mettant en lumière la nature analytique et les 
propriétés des fondions algébriques, en a permis une définition précise et a fait 
connaître le rôle des points critiques. Riemann (1857). en découvrant les surfaces 
qui portent son nom, donna une représentation géométrique qui servit de fon- 
dement aux découvertes ultérieures. 

Dans leurs Ouvrages classiques, Briot et Bouquet se sont arrêtés aux idées de 
Puiseux; MM. Appell et (loursat ont développé celles de Hiomann. 
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décomposition en éléments simples met en évidence les pôles 
et les parties principales correspondantes; s'il y a une partie 
entière, TinHni est un pôle, et celte partie entière (sans la con- 
stante) est la partie principale correspondante. La représentation 
par le quotient de deux polynômes, décomposés eux-mêmes en 
facteurs, met en évidence les zéros et les infinis. 

Le point à Tinfini est un zéro (d'ordre p — wi), un pôle 
(d'ordre m — /?), ou un point ordinaire, suivant que l'on a m<;/>, 
m'^Pj m=p. Ainsi, grâce à la considération du point àTinfini, 
le nombre total des zéros d'une fraction rationnelle est égal à celui 
des pôles (en tenant compte des degrés de multiplicité). C'est 
V ordre de la fonction (p. 6i). 

Examinons, en nous plaçant au point de vue de Riemann, 
quelques-unes des représentations auxquelles ces fonctions 
donnent naissance. 

39. Exemple L — Étude des transformations 

w = z -h (ly w = aZy w =^ az -¥■ h. 

Supposons les deux plans z et w placés l'un sur l'autre, de 
façon que les axes de coordonnées coïncident. 

La première transformation fait correspondre, à toute figure du 
plan 5, une figure égale; elle revient à une translation, 

La seconde correspond à une rotation R autour de l'origine, 
suivie d'une liomothétie II par rapport à l'origine; ou, inver- 
sement, à l'homothétie II suivie de la rotation R. 

On s'en assure en passant aux coordonnées polaires, c'est-à-dire 

en posant (*) 

a = A (ces a -+- esina), 

z = p(costo -I- z sinto), 

«• = Ap[cos(x -\- iû) -\- i sin{a -j- to)]. 

La troisième peut être remplacée indifféremment par l'un des 



( *) A une valeur de z correspondent une infinité de valeurs de l'argument to. 
On appelle valeur principale celle qui satisfait aux inégalités — 'K<o)<'k 
{ Cavchy y Exercices d'Anafj'^e et de Physique mathématique, t. IV, p. 266; 
édition de i8'i7). 
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systèmes de transformations 

(i) -3'= az, w = z'-^ b, 

(1) z=zzA — * w = aZf 

a 



(3) 



z^=z — c, z'=az', w = z" -h c (^ — ) 



Les égalités (i) définissent une homolhétle, suivie d'une rota- 
tion et d'une translation T. 

Les égalités (2) représentent une translation T', suivie d'une 
homothétie et d'une rotation. (Dans les deux cas, les trans- 
lations T et T' ne sont pas les mêmes; aussi les opérations ne 
sont pas commutatives.) 

Aux égalités (3) correspondent une translation, une homo- 
thétie et une rotation, une translation. 

Dans les trois systèmes de transformations, les rotations sont 
les mêmes. On retrouve des théorèmes bien connus de Géométrie 
élémentaire et de Géométrie cinématique. 

Réciproquement, toute représentation conservant la similitude 
peut être obtenue par une transformation du type iv = az -{- b. 

En eflet, une transformation remplaçant une figure {z) par une 
figure semblable ((v), en tenant compte du sens de la similitude, 
est définie quand on a fixé la correspondance de deux couples de 
points (3| , ^^2 ; ^V| , W2) des deux figures ; car alors, à tout point z^ 
correspond un point (V3 tel que les triangles z^Z2Zz^ WiW2W^ 
soient semblables et aient même sens de rotation. 

Or les relations 

Wi= azi-h by W2= azi-h b, 

qui expriment la correspondance des points (-S|,52Î ^^'u ^^2) 
donnent pour a et 6 des valeurs déterminées, si les points z^ 
et Z2 sont distincts. 

Remarque. — Quand on superpose les plans z et w^ de manière 
que les axes de coordonnées coïncident, ce qui revient à trans- 
former le plan z en lui-même, il y a un seul point à distance finie, 

le point _ 9 qui ne change pas. Il est rejeté à l'infini dans le cas 

de la translation (a = i). 
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40. Exemple H. — Etude de la transformation linéaire la 
plus générale (bilinéaire, homographique) (*) 

az -h b ( CL^ by c, d réels ou imaginairesX 

( 4 ) (V = ( I • 

^ cz-^-d \ ad — bc^o ) 

La correspondance définie par celte relation est biunivoque, au 
moins quand les variables ont des valeurs finies. 

Pour supprimer toute exception, on convient de considérer 
respectivement (v = ooet>s = oo comme des points simples, cor- 
respondant aux points et — • 

L'équation (4) est la relation algébrique la plus générale défi- 
nissant les transformations biunivoques. Elle dépend seulement 
des rapports des constantes, et dès lors est déterminée lorsqu'on 
se donne trois points de Tun des plan^ et les trois points corres- 
pondants de Tautre plan. Quatre points quelconques présentent 
le même rapport anharmoniquc que les quatre points transformés. 

Si Ton regarde la relation (4) comme définissant la transfor- 
mation du plan en lui-même, deux points ne changent pas. Ils 
sont fournis par Téquation 

cz^-\-{d — a)z — 6 = 0. 

On les appelle points doubles : M. Klein s'en est servi pour 
classifier ces substitutions; nous y reviendrons en reparlant des 
groupes de substitutions linéaires. 

Examinons d'abord un cas particulier, et montrons que l'éga- 
lité iv = - définit une inversion suivie d'une symétrie. 

Pour cela, superposons les plans z et w>^ et posons 

z = p(cosb) -h ^'stnco), IV = - (cosai — e sinco). 

P - 

Le changement dans kv du signe du coefficient de i correspond 



(') On appelle souvent groupe projectif le groupe formé par l'ensemble des 
transformations homographiques (4)* 

Si les grandeurs a, bj c, d^ z sont réelles, on a les transformations réelles de 
ce groupe : les substitutions 

(x-, JCH-a), (x*, ax), {x^ ax -\- b) 
en défînissenl des suus-groupes. 
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à une rolalion de la figure iv autour de l'axe des x, c'est-à-dife à 
une symétrie. Chaque point z et son transformé viennent alors 
sur un même rayon vecteur, et le produit de leurs modules ou de 
leurs distances à l'origine est bien égal à l'unité. 

On en déduit le théorème relatif à la conservation des angles 
dans V inversion» 

En effet, faisons décrire à -s le rayon C et une courbe d {Jig. 7) : 



Fig. 7 



c . 




iV décrira le rayon F et une courbe Y', Puisque la fonction ~ est 

analytique, les angles sont conservés (en grandeur et sens). Or une 
sjmélrie autour de Ox amène F et F' dans des positions F,, F', 
telles que F^ soit la transformée par rayons vecteurs réciproques 
de C. D'après ce que l'on savait des courbes G' et F', on voit que 
les tangentes aux courbes G et F*, font avec OC des angles sup- 
plémentaires (*). 



( ' ) Comme cas particulier, citons encore les transformations 



w = 



a — z 



Elles font correspondre d'une manière conforme la portion du plan z située à 
gauche de la droite a?=-(a>o) au cercle |wl=i, de telle sorte qu'aux 

points 5 = 0, -> 00 correspondent les points tv = 0, i, — i. 

Pour a = 1, on a la transformation d'Euler. 

Ces transformations servent soit à augmenter la convergence des séries entières, 
soit dans la théorie du prolongement analytique (n" 24t).— Cf. Bertrand, Calcul 
différentiel y p. 253. — Tisserand, Mécanique céleste, t. I, p. 289. — Lindelôf, 
Acta societatis Fennicœ, t. XXIV, n* 7. p. G. 
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Prenons le cas général, et établissons quatre propriétés : 

1® Une transformation bilinéaire équivaut à V ensemble 
d'une translation, d'une homothétie, d'une inversion suivie 
d'une symétrie. 

En effet, mettons Tégalité (4) sous la forme 

c z -\- a 

et posons successivement 

«■' = c'z, cv'-h d' = II'', —, = u'"', «"'-f- k =. if. 

La première transformation est une homothétie; la deuxième et la 
quatrième sont des translations; la troisième est une inversion 
suivie d'une symétrie. 

2® Elle transforme les circonférences en circonférences. 

On peut le conclure de ce que les transformations précédentes, 
sauf, dans un cas particulier, Tinversion, changent les cercles en 
cercles. 

On l'établit directement en écrivant \v sous la forme 

h 

a a 

w . 

c a 



Quand w décrit un cercle ajant l'origine pour centre (et un 
transport des axes ramène tous les cas à celui-là), son module 
reste constant; par suite z décrit une courbe telle que le rapport 

des dislances d'un de ses points aux deux points fixes • y 

reste aussi constant : c'est une circonférence. 

3** Considérons une transformation d'un groupe fuchsien 
(rt, i, c, d réels; ad — 6c =i). Elle transforme le demi- 
plan au-dessus de Vaxe des x dans le demi-plan au-dessus 
de l'axe des u\ l'axe des x reproduit Faxe des u. 

En effet, écrivons 



iv = u -h n' = 



c {j'-^iy) -H ci ' 
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Uy by Cy d étant réels, on en déduit 

y 

(ca7-f- rf)*-t- c'^y^^ 



V = 



par suite y et v sont de même signe et s'annulent en même temps. 

On dira en abrégé que ces transformations transforment le demi- 
plan nord z dans le demi-plan nord iv, ou qu'elles réalisent la 
représentation conforme de la région nord sur elle-même. 

La Géométrie comme le Calcul montrent que de pareilles repré- 
sentations sont en nombre infini ; par exemple, à trois points arbi- 
traires de l'axe des x on peut faire correspondre trois points 
arbitraires de l'axe des w (*). 

4** Toute transformation du groupe modulaire (a, 6, c, d 
entiers; ad — 6c==i) résulte de la composition des transfor- 
mations {z±\)y l — M' 

Soit z = — V— i la transformation à étudier. On peut sup- 
poser |c|<l|«|; sinon, par la transformation 



I 

— > 

-0 



(*) M. Poiocaré [Mémoire sur les groupes fuchsiens {A, M., t. I, p. 7)] 
a établi qu'étant données plusieurs figures transformées l'une de l'autre par ces 

transformations fuchsiennes, les intégrales / — > / / ~ étendues à des 

arcs de courbe ou à des aires ont môme valeur pour une figure et ses trans- 
formées. 
Pour montrer que la première intégrale est un invariant, on écrit 

rfiV _ I _ 1 

dz " {cz -h d)^ ~ {cjc -i-d -i- cyi)'* 

I div I I __ £ \dw\ _ \dz\^ 

\dz\ ~ {ex -h dy-i- c^y^ "^ ji^' ~~p ~ y ' 



P^'S 



\dw\ 



Prenons maintenant deux aires correspondantes : elles sont décomposablcs en 
triangles semblables de petites dimensions. D'après les calculs précédents, le rap- 



port de similitude étant — i on a bien aussi 

y 



fr-^ -ff 



du dv 
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^0 deviendrait une fonction de z' satisfaisant à la condition 
énoncée, et Ton opérerait sur Zq au lieu d'opérer sur z. 

Il est alors possible de déterminer un entier nii (le problème 
a en général deux solutions) tel que Ton ait 

I mic — a|<|c|; 
or on a identiquement 

az'-^b {a — m\c)z'-\-{b — nixd) 

z = . = 771 , H . . 

cz -^ a cz -h d 

La transformation (sH-/7i|)revientà|/ni| transformations (^=bi); 
aussi il suffit de démontrer le théorème pour la transformation 



( 



{a — nx\C^z-\-{b — ni\d)\ 



cz '\- d 

Eflectuons la transformation / — ~ j; dans le résultat posons 

— c = rti, — d=ih\^ a — m|C = C|, h — /nid = di, 
La transformation que Ton est ramené à effectuer s'écrit 



\ciz-^dj 



(kl |<|«i I; «lC^l--^lCl=0• 



Ainsi, elle est de même type que la transformation initiale, ce 
qui permet, en reprenant le raisonnement, de former une suite 

az-hb ttxZ -\- bx a^^ -^ b^ 
cz-^d Ciz -\- di Cl -5 -H dt 

où les entiers | c |, | C| |, . . . diminuent toujours. Après un nombre 
fini d'opérations, on arrivera à un entier nul Cn* Or on a toujours 

les entiers a« et dn sont donc égaux à -|- i ou 3 — i . La dernière 
transformation est donc de la forme {z± bn)] comme les autres, 
elle rentre bien dans le type indiqué. 

41. Exemple IIL — Etude de la transformation 

w = z'"' (ni entier positif). 
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L'inlroduclion des coordonnées polaires (r, 0; p, co) donne 

* r = p"*, 6 = wio). 

A chaque arc de cercle z décrit de l'origine et d'angle au 

centre — correspond une circonférence w\ quand p varie d'une 

manière continue de o à l'infîni, il en est de même de r. Aussi la 
fonction proposée donne une représentation continue, biunivoque 

et conforme d'un secteur du plan z. d'ansrle au centre — * sur le 

plan entier (v [un seul des rayons extrêmes fait partie de l'aire 
à représenter (*)]. 

La fonction w est autoniorphe, puisqu'elle est uniforme et ne 
change pas si l'on remplace z par a:;, a désignant une racine m'^'"* 
de l'unité (autre que i); a a /« — i valeurs : la fonction demeure 
inaltérée par m — i transformalions linéaires (-). 

Le secteur défini plus haut est une région fondamentale : il 
en est de même de la région comprise entre une courbe ne se 
coupant pas allant de l'origine à l'infini, et la courbe obtenue 
en faisant tourner celte courbe, autour de l'origine, d'un angle 



i , air 

effal a — 

^ m 



Indiquons sur une figure, dans le cas* de m = a, comment se 
fait la correspondance entre les plans z et \\\ 
L'éffalité (V = ;;'- donne 



M = a"' — y^, v^ixy. 



( ■ ) On appelle ^rowyjc* cycliques ceux dont toutes les substitulions s^obliennent 
par les puissances d'une seule substitution. 

Les substitutions dont il est parlé ici forment un groupe cyclique, puisque 
toute substitution {ol^z) peut être obtenue en répétant la substitution {olz), 
a désignant une racine m'*"* primitive de l'unité. 

Une substitution S est cyclique ou périodique (ou encore cyclique d'ordre 
Jini)y lorsque l'on a 8"= i : le nombre w, choisi le plus petit possible, est l'ordre 
de la substitution. 

Dans l'exemple précédent, les substitutions ( — - )> ( -j étaient cycliques 

et respectivement du deuxième et du troisième ordre. La substitution {z-hi) 
n'est pas cyclique. 

(') Dans cet exemple et les suivants, la représentation est conforme (p. 53). 

di 
On le vérifierait directement en calculant le rapport -j- des arcs de courbes w 

et -Z : ce rapport mp"'-'(p<o et x) dépend seulement de la distance de l'élc- 
riicnt ds à l'origine, non de sa direction. 



siFOHuex. 75) 

Ainsi, à des parallèles aux axes dans te plan tv correspondent 
des hyperboles équilalères dans le plan s ; à chaque carré du plan tv 
correspondent deux (juadrilaU'-res du plan s, limités par ces arcs 
d'hyperbole. D'où la correspondance des deux plans, indiquée par 
la répétition des mêmes traits et des mêmes lelti-es (Jîff- 8 et 9). 

Fig. 8. l-ig. .,. 



Les points ^ ^ u, z=:Xi sont inéguUers (p. 53). De fait, on 
voit directement qu'à deux courbes du plan 5 se coupant tk l'ori- 
gine sous un certain angle, correspondent deux courbes dont 
l'angle est m fois plus grand. 

\i. ËxEMi'LE IV. — Elude de la transformation 



En posant 






A chaque cercle décrit par ^ (p constant) correspond une ellipse 
décrite par iv ; ces ellipses ont pour foyers les points ± c. A un 
cercle donné Z correspond une seule ellipse iv; à une ellipse iv 
correspondent deux cercles, tels que le produit de leurs rayons 
soit égal à c^. Ainsi, par la transformation (5) on représente d'une 
manière biunivoquc, sur le plan iv, la partie du plan z située soit 



8o 
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à rintérîeur, soit à l'extérieur du cercle de rayon c (exception 
faite pour les points de la circonférence de ce cercle). 

Au cercle ç=^c du plan z correspond le segment ( — c, H- c) 
du plan ^v. p augmentant à partir de c et croissant indéfîninient, 
l'ellipse iv balaie tout le plan. Si p décroît de c à o, Teltipse iv^ 
réduite au départ au segment ( — c, H- c)^ balaie à nouveau tout le 
plan, et coïncide successivement avec chacune des ellipses obte- 
nues en faisant croître p de c à l'infini. 

Divisons le plan z en quadrilatères par des cercles p = const., 
et des droites 8 = const. A ces cercles et à ces droites correspon- 
dront, dans le plan (v, des ellipses et des hyperboles homofocales. 
D'où, lea/ig. lo et 1 1. 



l'ig. 10. 




La dérivée de la fonction (5) ayant pour expression - ( i -U 

on voit qu'elle cesse d'être finie et différente de zéro aux 
points 5 = o, z=.±c. De ces trois points irréguliers, les seuls 
où la transformation ne soit pas conforme sont les points ±: c. 

Un calcul direct (on posera (p= — ^j montre que dans le voisi- 
nage du point J3 = o les angles sont conservés. 



§ II. — Fonctions multiformes. — Cas particuliers. 

43. Commençons l'étude des fonctions non uniformes en don 
nant quelques exemples. 
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Exemple I. — Elude de la fonctiofi définie par r égaillé 

(/fi est un entier positif; z n'est ni nul, ni inHni). 

Prenons des coordonnées polaires (r, 8), (p, co). L'égalité 

r"»(cosmô H- c'sin/nO) = p(cos(i> -f- isinb>) 



donne 



/•= 1/p, ^^TTi"^»^"^ ({i = o, ±1, ±2,...). 



La racine m**™'' arithmétique de p a une valeur déterminée; il 
suffît de donner à [x m valeurs consécutives. Ainsi à chaque 
valeur de z correspondent, pour w^ m valeurs distinctes. La 
valeur principale sera celle dont l'argument satisfait aux iné- 
galités 

m * m 

Figurons, sur le plan iv, les m points (v correspondant à 
chaque point z : ils sont situés aux sommets d'un polygone 
régulier ojant l'origine pour centre. A chaque courbe z corres- 
pondent ni courbes w. Représentons par iV| , . . . , nv, m détermina- 
lions -consécutives de iv rangées par ordre d'arguments croissants, 
la première iV| étant déOnie par l'égalité 



= p- (( 



(Vi = p'" ( ces h î sin — 1 

m m I 



Lorsque z part d'une* valeur 5o(pp, coq) et décrit un contour 
fermé n^ entourant pas V origine, (V|, ..., (r,« parlent de va- 
leurs «'", ..., a'"^; puis, comme p et o> reprennent leurs valeurs 
initiales (po, Wq), lorsque z a achevé de décrire son contour, 
chaque racine revient aussi à sa valeur primitive. 

Au contraire, lorsque z dans son déplacement entoure l*ori- 
gine, par exemple dans le sens direct, z revient en z^ avec les 
valeurs (po} (j^o+ ^'^)* Les valeurs initiales et finales de sV\ sont 

p'"{cos h tsin-^ , p'o (cos h isin , 

\ m m I "^^ \ m m / 

sv\ s'est transformé en trj. En même temps (v", (vj, . . . ont pris les 

valeurs cvj, ivj, Dès lors, deux, trois, ,,. p rotations de ;; 

V. 
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transforment wj en (rj, ivj, ..., w^^, : m rotations ramènent la 
détermination initiale. 

Ainsi Tégalité {v^z=z peut être considérée comme dcfînissant 
m fonctions continues et distinctes. Mais il vaut mieux regarder 
ces valeurs comme les branches d'une fonction unique : cette 
conception est permise, puisqu'en circulant autour de Forigine 
on passe d^une racine à une autre par variation continue. 

Remarques : 

L Quand z décrit un contour fermé quelconque autour de 
l'origine, les substitutions qui en résultent forment un groupe, . 
et même un groupe cyclique. 

II. Un système de valeurs de z et de iv déOnit un point 
analytique; d'où, pour chaque valeur de z^ ni points analy- 
tiques (^, (ïv). 

III. Le point autour duquel les racines s'échangent est appelé 
point de ramification ou de branchement. En ce point, la 
représentation du plan z sur le plan w n'est plus conforme; à 
deux courbes z se coupant sous un angle co correspondent deux 

courbes w faisant un an<;le — 

44. Exemple II. — Etude des fonctions 



^' t/ t__2 ' \/(- — <7K- — ^). 



Nous venons d'étudier la première, et de montrer que tout 
nombre, s'il n'est ni nul ni infini, a deux racines carrées. Les 
autres irrationnelles s'j ramènent, par l'un des changements de 
variable univoques 



z — a , I 



Remarque, — La première de ces transformations ramène 
encore l'une à l'autre les fonctions 



nr- ^ ri/z — G 
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Au contraire, rirrationnclle 

possède, eo dehors des points critiques a et b, un troisième point 
de branchement à Tinfini. 

45. Exemple III. — Etude de la fonction w définie par 
Végalité 

i" A chaque valeur de z correspondent deux valeurs de (v dis- 
tinctes (en supposant que le point z ne vienne en aucun des 
points éz, bj ..., /) et continues. 

2^ Autour de chaque point a, les deux valeurs de (v s^échangent. 
En effet, posons 

z — a = pa(cosa-+- £ sina), ..., .s — / = p/(cosX -h tsinX). 
Pour Tune des déterminations çv, on a 



w 



,[/ a-f-...-4-X .. 3t-h...-hX\ 
= ( Pa •••?/)* ( COS h l Sm I 



Après la rotation autour de a, a a augmente de 2:1; ^, ...,X 
ont repris leurs valeurs initiales. 

3** Plus généralement, z décrivant un contour fermé, les deux 
déterminations de iv sYchangeront ou non, suivant que l*on aura 
entouré un nombre impair ou pair de racines a^ by . . .y L 

4° Quand z décrit un cercle ayant à son intérieur toutes les 
racines, ou, ce qui revient au même, un cercle de rayon très grand 
(ou bien encore entoure le domaine de Tinfini), on ramène ou 
non la détermination initiale, suivant que le nombre m des racines 
est pair ou impair. Aussi, suivant que m est impair ou pair, le 
point Qo est ou n'est pas point de branchement. 

Le changement de variable habituel 5 = Ç'* conduisait à ce 
résultat, puisqu^il donne 



w 



j _ (i-a;)(i^6;-)...(i-^/;) 



y m 



Le numérateur ne s'annulant pas avec ÎJ? chaque délerminallon de w 
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reprend ou non sa valeur initiale après une circulalion de Ç autour 



m. 



de l'origine, suivant que 2^* n'a pas changé de valeur ou en a changé, 
c'est-à-dire suivant que m est pair ou impair. 

En tenant compte du point oo, on voit que le nombre des points 
de branchement de la fonction w est le même, qu'il y ait au second 
membre 2p — i ou 2/7 facteurs, résultat prévu puisqu'on sait 
qu'une transformation homographique (z — a, z~*) rejette à l'in- 
fîni une racine a d'un polynôme de degré pair, et diminue ainsi 
son degré d'une unité. 

§ III. — La ponction algébrique générale. 

46. Soit /{z, iv) = o l'équation définissant w comme fonction 
de z'j /{z, (v) est un polynôme entier en z et en (v, de degré m 
par rapport à \v, polynôme irréductible. A chaque valeur de z 
correspondent m valeurs de (v distinctes ou égales, finies ou 
infinies. Occupons-nous d'abord de la continuité de ces racines, 
pour arriver ensuite à la définition de la fonction algébrique. 

Lemme, — i® Lorsqu'un polynôme Jp(^) s'annule à l'origine, 
à tout nombre positif donné r', on peut faire correspondre un 
nombre positif /• tel que l'on ait l 'f (5) | < r' lorsque | z \ est infé- 
rieur à i\ , 

En langage géométrique, on dira que le point ^i^z) ne sort pas 
d'un cercle C ayant l'origine pour centre, quand z reste à l'inté- 
rieur d'un cercle concentrique C. 

En effet, posons 

(p(;;) = «0 5» -h «1 5«-» -+- . . . 4- a,i_i 5. 

Si l'on désigne par M un nombre supérieur aux modules de tous 
les coefficients ai du polynôme, à l'inégal i lé | -3 | < r correspondra 

I <p(«) I < M(r«-h r'*-»4-...-f-r). 

On en déduit, en supposant /* •< i, 

l?(^)l<M^. 

Dès lors, pour avoir | ^(2) | < z'', il suffît de déterminer rpar la 
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condition 

Mr /' 

< r', c'csl-à-dire r < 



2" Quand un polynôme ^{z) ne s'annule pas à Forigine, on 
peut faire correspondre deux cercles Ci et C, ayant l'origine 
pour centre, et des rayons r^ et r\ assez petits pour que, z ne 
sortant pas du cercle C|, ^{z) n'entre pas dans le cercle C\- 

En efTet, dans ^(z) mettons à part le terme constant et dési- 
gnons par a son module; pour des valeurs de z assez petites, le 
module de la somme des autres termes pourra être rendu inférieur 
à tout nombre donné a, lui-même plus petit que a. Dès lors, on 
aura bien | ^(5) | > a — a, ce qui justifie l'énoncé. 

3® Lorsque z se déplace dans le plus petit des cercles C et C|, 
ç(il) ne sort pas du cercle C, et d>(2) n'entre pas dans le cercle C',. 

47. Théorème I. — Si pour une valeur finie z^ l'équation 

a toutes ses racines finies et admet la racine simple Wq, on 
peut tracer deux cercles C et F, de centres Zq et ^Vq, de rayons 
correspondants r et p assez petits pour qu'en tout point z inté- 
rieur au cercle C il y ait une racine w, et une seule, intérieure 
au cercle Y (*). 

Ramenons à l'origine les points z^ et (Vq? psir la substitu- 
tion (;;, (v ; z + 5o, «' + iv^). En ordonnant le polynôme / sui- 
vant les puissances de (P, on aura 

c)0(o) est nul, puisque w = o est racine; 0|(o) et ©/«(o) sont dif- 
férents de zéro, puisque (v = o est racine simple, et qu'à l'origine 
l'équation n'a pas de racine infinie. 

Donnons à z une valeur dont le module ne dépasse pas un 



(') Dans la suite, lorsque, pour abréger, on ne parlera pas explicitement des 
cercles C et r, c'est à l'énoncé de ce théorème qu'il faudra se reporter pour pré- 
ciser le sens de ces locutions '.points z voisins d'un point donné, accroissement 
très petit donné à s. 
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nombre r que nous fixerons ; soient iV| , . . . , ir,n les racines corres* 
pondantes. 

i" On peut déterminer r de façon que le module de l'une au 

^ moins des racines reste inférieur à un nombre positif arbitraire p. 

En eflet, le théorème sur la valeur du produit des racines d*une 

équation donne 

00(2) 



WjW, ... \Vfn= (— 1) 



?/«(-) 



En vertu du lemme et des hypothèses, on a pu déterminer le 
rajon r du cercle G de façon que Ton ait à son intérieur 

|cpo(c)l<a et |ç>,„(3)|>p, 

a étant un nombre positif arbitraire et ^ un nombre positif fixe. Le 
module du produit des racines n^alteint donc pas ^; celui de la plus 

petite (appelons-la iv^) sera inférieur à i/o* H suffira de déter- 
miner p par l'égalité p'"= ^ pour que ïV| reste à l'intérieur du 
cercle de rayon p. 

2** Une seule racine a son module inférieur à p. 
Débarrassons Téquation (i) de la racine (V| en divisant son pre- 
mier membre par w — <V|. Elle devient 

, , ( ?m(5) W'«-»-f-[«>,„(5)«',-h<p,|,_i(5)] tv'«-ï-+-... 
(2) < 

l -H[tp,w(5)«v'i"-»-4-...-^9i(^)] =0. 

En désignant par P la dernière parenthèse, on aura cette fois 

P 



Wj... w,„=(— -i).' 



m-1 



?m(-) 



On peut décrire de l'origine un cercle de rayon tel qu'à son inté- 
rieur le module du second membre surpasse toujours un nombre 
fixe. 

En effet, Ot (o) n'est pas nul, et par suite, dans un cercle con- 
venable I (pi(^) I dépasse un nombre fixe; de plus, la présence du 
facteur Wt permet de rendre le module de la somme des autres 
termes de P inférieur à tout nombre donné. Donc | P | ne tend pas 
vers zéro. D'autre part, | '>fm{^) \ a une limite supérieure finie, 
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puisque z est fîni. Le module de la plus pelile racine dépasse 
donc un nombre fixe. 

Remarque. — La subsliluiion (3,5*) ramènerait à l'origine 
un point z à Tlnfini. Aussi il suffit de s^occuper des autres points 
exclus par l'énoncé du théorème (le point infini peut en faire 
partie, mais à un autre litre). On les appelle points singuliers ; 
ils sont de deux catégories : 

1° Les points où Téquation a des racines multiples (finies); en 
ces points on a 

2^ Les points où l'équation a une ou plusieurs racines Infinies : 
en ces points 'f/«(5) est nul. 

48. Théorème IF. — Si l'équation /{z, iv) = o admet, en un 
point Zq, une racine (Vq d'ordre /?, elle a, dans son voisinage, 
p racines voisines de iv^, et pas davantage (* ). 

Lemme. — Le nombre des racines d'un polynôme, intérieures 
à une aire simplement connexe, s'obtient en divisant par 27r la 
variation subie par l'argument de ce polynôme, lorsque la variable 
décrit une fois dans le sens positif le contour de l'aire. 

En effet, le théorème de d'Alembert permet d'écrire tout polv- 
nome F(«'), de degré m, sous la forme 

Posons 



iV 



— w;t = p;t(coscu^-i--* sinco^.) (A: = 1,2, ..., m). 



L'argument du produit F((v) est égal à la somme des arguments 
des facteurs. Or lorsque le point iv décrit la frontière de l'aire, 
Targument de chaque binôme iv — (v^t augmente de 27t ou reprend 
sa valeur initiale suivant que le point çv/ç se trouve ou ne se trouve 



(') Cauciit, Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (nouveaux 
exercices), t. II, p. 109 ( édition de i84i). La dcmonslralion classique que nous 
donnons a Favantagc de pouvoir cire appliquée à l'cludc des racines des fonctions 
holornorphcs (n" 19'2). 
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pas à l'intérieur de l'aire. L'argument du produit augmentera 
donc d'autant de fois 21c qu'il y a de racines intérieures au 
contour. 

Ce lemmc admis, supposons le point (zq, {Vq) ramené à Torigioe, 
et reprenons l'équation 

Nous allons montrer comment déterminer, dans les plans res- 
pectifs z et w, deux cercles correspondants C'>et F, décrits de 
l'origine avec des rayons f' et p tels que, pour tout point z inté- 
rieur au cercle C, w ait/> valeurs elp seulement dans le cercle F. 

L'origine est racine d'ordre p : donc '^^(z)^ 0| (5), . . . , Op^i{z) 
s'annulent avec z; Op(z) est différent de zéro dans un cercle C de 
rayon r décrit de l'origine. Écrivons 

f(Zy CV) = Ç>p(3) iVP{l + P -h Q), 

en définissant P et Q par les égalités 

Op WP Op wP-^ f^p w 

1" En choisissant assez petit le ra}^on p, on peut rendre le 

module de P inférieur à un nombre arbitraire, par exemple -» 

dans le champ {r^o). 

En effet, désignons par [x le module minimum du poljnome Op{z)y 
par M le module maximum des polynômes ç^^, (5), . . . , ^m{z) dans 
le cercle C. On aura dans ce cercle 



et par suite, en supposant | tv | -< i 



|P|<M l*H 



[X 1— tv 



Le module de P n'atteindra pas - > si l'on assujettit \w\k vérifier 



rinégalilc 



*»' I < — r^f ' 
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c'est-à-dîre si le point (z, iv) ne sort pas du champ double (r, p), 
p représentant un nombre arbitraire inférieur à — ^^-tï' 

2° En choisissant assez petit un nombre r' inférieur à r, Q aura 

aussi son module inférieur à -9 lorsque, z restant à l'intérieur du 

cercle C, le point iv parcourra la circonférence du cercle F (de 
rayon p). 

En eflet, appelons M^ le maximum des modules des poly- 
nômes Oo(^)> • • • > ?/>-<(^) dans ce cercle C intérieur à C (dont 
nous allons fixer le rayon). En tous les points z du cercle C. pour 
les points iv de la circonférence F, on a 



IQK? 



pp 

^ I 



^ M' I — pp 
OU < — i- — -; 

[^ P''(i-P)' 



1 Q I sera inférieur à -» si Ton a 



M'< ii PHiliill. 

1 I — pp 

c'est-à-dire si l'on détermine H de telle manière que, à l'intérieur 
de C\ M' ne dépasse pas le nombre précédent : cette fixation est 
possible, car M' est le module maximum de quantités tendant vers 
zéro et [x n'est pas nul. 

Ces préliminaires posés, donnons à z une position fixe dans 
le cercle G; faisons décrire à iv la circonférence du cercle F, et 
suivons la variation de l'argument de f{z, iv). 

L'argument de (v^ augmente de zpn. Celui de i-|-P-t-Q 
reprend sa valeur initiale, car, le module de P -h Q. n'atteignant 
pas l'unité, le point i + P-f- Q reste intérieur au cercle de centre i 
passant par l'origine. Donc l'argument de la fonction / augmente 
de 2,p'ïz, 

Par suite, en vertu du lemme, l'équation /(^, w) = o a /? racines 
et pas davantage à l'intérieur du cercle F, pour tout point z à l'in- 
térieur du cercle C. 

49. Définition de la fonction algébrique, — Soit toujours 
Téqualion f{z^ (v) = o. 



9» 
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Prenons un point non singulier z^^ et une ligne L partant de z^ 
et ne passant par aucun point singulier. En Zq, iv ^ m valeurs dis- 
tinctes : choisissons Tune d'elles Wi. En tout point Zy intérieur 
à un cercle Cq décrit de Zq et en particulier en chaque point de la 
courbe L intérieur à ce cercle (Jig' 12), il y a une valeur de w, et 

Fig. la. 




une seule, dont le module difTère de | iV| | de moins d'une quantuc 
donnée (p. 85). Associons cette suite continue de valeurs à la 
valeur initiale iv^. En marchant sur la courbe L, par exemple, 
dans le sens des arcs croissants, nous arrivons ainsi en tout 
point z'q intérieur à Cq avec une valeur déterminée iv\. Le sys- 
tème (Zq^ w\) pris comme nouveau point de départ nous amènera 
en zl avec une valeur déterminée iv]. Et ainsi de suite, le long 
de la courbe L. 

Cette suite déterminée et continue de valeurs w définit une 
fonction algébrique : elle est uniforme et continue au moins 
dans la chaîne formée par les cercles Cq, CJ,, . . . ayant leurs 
centres aux divers points de L, et des rayons dont les valeurs 
dépassent des nombres fixes. Bienlôt nous imposerons unique- 
ment à ces cercles de ne pas avoir à leur intérieur de point 
singulier (*). 



50. La fonction algébrique ainsi définie est analytique 



(^) On verra mieux la portée de celte définition lorsque, la théorie des séries 
enlicres étant supposée connue, nous pourrons exposer, d'après Weierstrass, la 
notion de prolongement analytique (Chap* V). La racine choisie au départ 
étant continue, anahtique et uniforme dans le cercle Co, sera dcvcloppablc 
dans ce cercle en une série de puissances qui fournira Vêlement inilial de la 
fonction. 



LA PONCTION ALGÉBRIQUE GÉNÉRALE. 9I 

dans Vun quelconque de ces cercles. — Nous venons de voir 
qu'elle est uniforme el conlinue; montrons qu'elle a une dérivée 
déterminée et continue. 

A un accroissement A^ donné à la variable indépendante cor- 
respondy en vertu de la continuité, un accroissement ùlsv pour 
Ja racine w dont nous nous occupons, et Ton a 

/{z^ w) est aussi nul : dès lors, en désignant par s et r) des fonctions 
de A2 qui tendent vers zéro, on aura, en verlu de la continuité, 

Dans le domaine où se déplace le point ;;, il n'j a pas de point 
singulier; on peut donc diviser par— i qui n'est pas nul. Divisons 

ensuite par A5, et faisons tendre \z vers zéro. On voit que -rz a une 

limite, c'est-à-dire que la fonclion w a une dérivée. Celle dérivée 
a pour valeur 

ôz 



«V- = — 



Bien que w'^ s'exprime en fonclion de iv (et de;;), et dès lors 
ait m valeurs en chaque point z^ (v. est délerminé sans ambi- 
guïlé, quand on a fait choix de la racine (v. Celle dérivée, quotient 
de fonctions continues (/ti,<o), est continue. 

51. Influence du chemin suivi par la variable z sur la va- 
leur finale de la racine w, — Parlons d'un point ordinaire Zq 
avec une racine déterminée w^ el allons au point ordinaire z 
par deux chemins diflerenls, ne traversant aucun point singulier. 
Arrivera-t-on en z chaque fois avec la même valeur de sv\ ou, ce 
qui revient au même, un contour fermé ramène-l-il la délermi- 
nation initiale? 

Premieii CAS : Dans ce contour, il n^y a pas de point sin- 
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gulier, — Alors tout chemin fermé intérieur à ce contour 
ramène la détermination initiale. 

En effet, raisonnons par l'absurde. Si un chemin Ça^o^i^sa 
(appelons-le C) ne ramène {fig* i3) pas la détermination initiale, 




il en sera de même au moins d'un autre contour fermé tel 
que ^2^0^! 7^2 ou CaY^i^'sa (appelons C et G" ces contours); car 
décrire C, c'est parcourir Ça^oÇi YsîY^i^^a» c'est donc décrjre les 
contours G' et G''. 

Soit G' le contour qui ne ramène pas la valeur initiale; rai- 
sonnons sur G' comme on l'a fait sur G. On arrivera de proche en 
proche à un contour enveloppant une aire X assez petite pour 
qu'elle soit intérieure à Tun des cercles définis au théorème I. 
Après une circulation de z sur la circonférence de ce cercle, une 
racine vv ne reviendrait pas à sa valeur initiale; il y aurait donc 
un point singulier intérieur à ce cercle, ce qui est contre l'hy- 
pothèse. 

On en conclut que chaque racine w est uniforme, dans toute 
aire à contour simple n'ayant pas de point singulier à son inté- 
rieur. 

Deux contours seront dits équivalents lorsque, par déformation 
continue, on pourra les amener à coïncider, sans traverser aucun 
point singulier. 

Second cas \ H y a des points singuliers à V intérieur du 
contour. — Appelons lacet le contour formé par un segment de 
droite allant d'un point arbitraire Zq à un point voisin d'un point 
singulier a, une circonférence entourant a, et le segment initial 
décrit en sens inverse. 
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Tout chemin fermé SqZZq est équivalent à un certain nombre 
de lacets {^g. i4)- Aussi le problème général dépend de la réso- 




K-o 



lutîon de cette question : quelle modification subit une racine 
déterminée a% lorsque la variable z décrit un lacet, ou, ce qui 
revient au même, une circonférence entourant un point singulier? 
Traitons-la pour les deux catégories de points singuliers dont 
nous avons parlé. 

Points de la première catégorie, — Supposons qu'au point a 
Téquation ait/7 racines égales à b. En un point voisin ^q, elle aura 
p racines ((V|, . . ., «>), et/? seulement, voisines de b. Voyons ce 
que devient l'une d'elles (V|, quand z, partant de xïq) décrit dans le 
sens direct un cercle autour de a. 

La valeur que prend (V|, après une rotation de ^, ne peut être 
que la racine tV| ou l'une des racines (v^, . . . , Wp (p. 87). Dans le 
premier cas, la racine (V| est uniforme dans le domaine de a : le 
point a n'est pas singulier pour cette racine. Dans le second, a est 
point critique pour la racine SV\. 

Appelons w^ la racine ramenée. Qu'arrive-t-il après une seconde 
circulation de z autour de a? On ne revient pas avec la valeur (Va ( * ); 
mais on peut ramener soit la valeur initiale vi^s (^n ce cas, (v, et w^ 
se permutent dans toute rotation autour de a), soit une nouvelle 



(*) Si cette troisième circulation ramenait tv,» on ramènerait aussi tv, en 
repartant avec cette valeur tv,, et en parcourant en sens inverse le cercle que 
l'on vient de décrire; or par hypothèse, dans ces conditions, on doit retrouver tv,. 

On en conclut que Ton retrouvera (Vi (en marchant dans le sens direct), avant 
de rencontrer toute autre racine w- déjà obtenue. Par suite, on retrouvera cv, 
après p rotations au plus, puisqu^il y a seulement p racines égales à b pour z — a. 
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racine iv^. Si l'on a oblenii PP3, on fera décrire à 2 un nouveau 
cercle autour de a; et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on retrouve 
la valeur initiale (Vi. Si l'on retrouve cette valeur après (/rotations, 
on dira que les g racines (V|, . . . , iVq forment un système circu- 
laire. 

En résumé, au point a^ l'équation a m racines, m — p sont dif- 
férents de b\ si elles sont aussi diflerenles entre elles, a est pour 
ces m — p racines un point ordinaire. Quant aux p racines égales 
à 6, divers cas peuvent se présenter : 

a. Chaque racine revient à sa valeur initiale, après que z a 
décrit le lacet a. Le point a est alors un point ordinaire pour 
ces racines. 

p. Par cette rotation de xî, les p racines se permutent, Wi, 
(V2, . . . , iVp devenant (v^, (V3, . . . , (V| . On dit alors qu'elles forment 
un système circulaire. 

y. Les/? racines se répartissent en séries telles que, lorsque z 
décrit plusieurs fois le lacet a, les racines d'une même série se 
permutent entre elles, et ne se permutent pas avec les racines 
d'une autre série. Elles forment alors plusieurs systèmes circu- 
laires. 

Exprimons ces résultats en prenant le langage de la théorie des 
groupes, A chaque lacet correspond pour chaque racine, ou la 
substitution identique, ou une substitution faisant partie d*un 
groupe cyclique. Les substitutions que tous les chemins possibles 
amènent dérivent d'un nombre fini de substitutions; le produit 
de deux substitutions quelconques et la substitution inverse de 
chaque substitution appartiennent à l'ensemble. Aussi les sub-- 
stitutions relatives aux divers contours fermés que l^ on peut 
tracer dans le plan forment un groupe dit groupe de mono- 
DROMiE de Inéquation : il est discontinu. 

Les points a autour desquels les racines s'échangent sont dits 
points critiques algébriques, Ae ramification, de branchement. 
Le premier nom rappelle qu'ils sont caractéristiques des fonc- 
tions algébriques (n** 52) et les autres la propriété que l'on vient 
d'établir. 
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Points de la seconde catégorie. — En un point a, racine de 
Féqualion ©„j(z) = o, une ou plusieurs racines w deviennent 
infinies. Leurs inverses \v' tendant vers zéro, la discussion de 
Téquation transformée /i {z^ (v') = o est ramenée à une étude déjà 
faite. Par suite : 

1° Si pour z = a Téquation y< =: o a une seule racine nulle, 
cette racine w^ est holomorplie dans le voisinage de a : son inverse, 
c'esr-à-dire la racine fv, admet le point a pour pôle. 

9J* Si l'équation a plusieurs racines tendant vers zéro, ou bien 
elles ne se permutent pas entre elles : le point a est encore un 
pôle pour les racines iv; ou bien elles forment un ou plusieurs 
systèmes circulaires : le point a est un point critique pour les 
racines qui s'échangent autour de lui. 

De là ce théorème important : - 

Une fonction algébrique n^a que deux types de points sin- 
guliers : 

i" Des pôles, c'est-à-dire des points où une ou plusieurs 
branches de la fonction deviennent infinies, pendant que leurs 
inverses sont holomorphes dans le voisinage de ces points ; 

2° Des points critiques algébriques. 

On voit aussi que les points, appelés au début points singu- 
liersy peuvent être singuliers pour certaines déterminations sans 
l'être pour toutes : ils peuvent même être des points ordinaires 
pour toutes les racines. Quant aux pôles, ils ne jouent aucun rôle 
particulier dans l'élude des fonctions. 

52. Cette proposition vient d'être prouvée par des considé- 
rations tout élémentaires. La réciproque repose sur deux lemmes 
que nous établirons aux n"* 181 et 293 ( * ) ; on l'énonce ainsi : 

Une fonction analytique multiforme ayant partout un 



(*) Le premier de ces lemmes est relatif aux développements en série des 
fonctions; le second apprend qu'une fonction analytique uniforme, n'ayant à dis- 
lance finie ou indnic que des singularités polaires, est une fraction rationnelle. 

Ces lemmes admis, voici comment on démontre le théorème que nous énon- 
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nombre fini m de déterminations, et n^ ayant à distance finie 
ou infinie d^ autres singularités que des pôles ou des points 
autour desquels les valeurs de la fonction se permutent entre 
elles, est racine d^une équation algébrique de degré m. 

On en conclut ce théorème : 

Les m racines d'une équation algébrique sont les branches 
d'une même fonction, c'est-à-dire qu'il est toujours possible 
de passer par variation continue d'une racine Wi à une 
racine (Vaj en faisant décrire à z un chemin convenable. 

En effet, si tous les chemins possibles permettent uniquement 
d'échanger entre elles les g racines qui en un point ont les va- 
leurs (V| , ..., iVg, ces g déterminations sont les racines d'une 
équation algébrique (car on est exactement dans les conditions 
d'application du théorème énoncé) et cette équation n*a pas 
d'autres racines. Elle est donc de degré g, et l'équation algé- 
brique de degré m, qui au point considéré a pour racines iV|, . . . , 
iv^, . . . , {v„i, n'est pas irréductible. 



çons. Soient tVp . . ., w^ les valeurs de la fonctioa en un point z : en vertu de fa 
continuité, le nombre des valeurs de la. fonction sera le même en un point voisin 
non singulier, et de proche en proche dans tout le plan. Essayons de former 
réquation qui a pour racines ces m valeurs. 

Ses coefficients sont des fonctions symétriques entières des racines. Or de 
pareilles fonctions ne changent de valeur, ni lorsque z décrit des contours fermés 
n'entourant aucun point critique (en appelant J90i/i<« critiques les points autour 
desquels les racines w- se permutent), ni lorsque z décrit des lacets, puisque 
leur cflfet est de permuter certaines racines (v^ et qu'on a aCTaire à des fonctions 
symétriques de ces racines. 

Dune ces coefficients sont des fonctions uni/ormes de z. 

Ce sont même des fractions rationnelles. En effet, pour étudier la nature de 
ces fonctions uniformes dans les diverses régions du plan, rrmplaçons-y chaque 
racine n\ par son développement en série. Si Ton cherche ce qui se passe dans 
le voisinage d'un point ordinaire z^y on doit remplacer chaque racine par une 
série entière en z — z^. Si l'on est dans le voisinage d*un pôle 2,, certains déve- 
loppements auront des termes à exposant négatif en nombre limité. Si l'on est 
dans le voisinage d'un point critique, il pourra y avoir des puissances fraction- 
naires de z — z^; mais elles disparaîtront dans la combinaison symétrique repré- 
sentant le coefficient, puisque c'est une fonction uniforme. Ces conclusions sont 
vraies, que z^ soit fini ou infini. Donc, l'expression analytique des coefficients 
montre que ce sont des fonctions uniformes, n'ayant pour singularité, à distance 
finie ou infinie, que des pùles, par suite des fractions rationnelles. 
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53. Terminons par cette question pratique : 

Comment reconnaître si un point est effectivement point 
critique pour une racine déterminée (v/, et comment effectuer 
la séparation en systèmes circulaires? 

Nous reprendrons le problème quand nous parlerons des fonc- 
tions définies par une équation dont le premier membre est une 
fonction holomorphe de w et de z {n^ 198), et alors nous ferons 
usage des développements en série : ici, appuyons-nous sur la 
continuité, et examinons les cas les plus simples (*). 

Il suffit de s'occuper des points singuliers de la première caté- 
gorie, ou des solutions communes aux équations 

Premier cas : IJ autre déri\;ée partielle n^esi pas nulle, — 
Prenons le langage géométrique. Les points à étudier sont les 
points de la courbe analytique /(^, w^ = o, où la tangente est 
parallèle à l'axe des çv. Considérons un de ces points, et rame- 
nons-le à l'origine. 

I** L'origine est pour cette courbe un point ordinaire, — 
L'équation transformée s'écrit 

on a à étudier ses deux racines qui s'annulent avec z, et à voir si 
de fait elles s'échangent autour de l'origine. 

Pour en décider, posons z = z'-, (v = i'z' : l'équation devient, 
après suppression du facteur z''^^ 

I = «os f'-f- ail *'^'-f- atQz'^-Jr 

L'origine n'est plus un point singulier pour la fonction algé- 



(') La solution générale a été donnée par Puiseux dans son Mémoire fonda- 
mental (/. M., i85o). Cf. Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques^ 
a" édition, p. ^i, — Picard, Traité d'Analyse, t. II, p. 35o. — Appell et Goursat, 
Théorie des fonctions algébriques, p. 184. — Salmon, Courbes planes (Note 
d'Halphen ). — Cosserat, Sur l'étude d'une courbe algébrique dans le voisi- 
nage d'un de ses points {A. T., 1890, O.), etc. 

F. 1 
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brique r racine de celte équation : quand z^ est nul, v a deux 
valeurs finies et distinctes ; quand z'esl très petit, s; a deux valeurs 
voisines de ces valeurs (p. 85) que nous représenterons par 



1/ l-si, — i/ 1- Êj (c], ss s'annulent avec x;'). 

Les deux déterminations de (v, dans le voisinage de l'origine, 
seront donc, z^ désignant une détermination fiicée, 

Quand 5 entoure l'origine, les deux valeurs de z^ s'échangent; 
donc (Vf prend la valeur 

ï 1 1 

z^-\- z\ z* (t\ s'annule avec z). 




* 
C'est Tune des racines iVi ou iV2 : ce n'est pas la racine iV| , 

sinon la quantité fixe 21/ — serait égale à e\ — ei, qui tend vers 

zéro. Donc (Vj et (Vo se sont échangés dans la rotation : le point 
singulier est un point critique algébrique. 

2° L'axe des w est à V origine une tangente d^ inflexion, et 
y rencontre la courbe en n points. — Alors l'équation donnée 

s'écrira 

V //>>i, si çr = o\ 

5 = a cv'* -+- > apq zP wi [ )• 

En posant z = z'"^ w = vz'^ et en divisant par z'"^ elle devient 
I =±: a p«-f- 5' ^(-5', t') = o (<p désigne un polynôme). 

Celte égalité définit v comme fonction algébrique de s'. Pour 
^'=0, elle a ses racines distinctes : appelons t^i, ..., r,i leurs 
valeurs principales rangées par ordre d'arguments croissants. 
Quand z' est très petit, v a n valeurs voisines de ('i, ..., Vn • 
représentons-les par ç^-{-î^, ..., i^wH-e,,. Les n valeurs corres- 
pondantes de iP seront 

1 1 
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5" désignant une délermînation parliculière ; Si , . . . , £« des nombres 
tendant vers zéro. Faisons décrire à z une circonférence dans le 
sens direct autour de Torigine. Les quantités r< , . . . , r« ne changent 
pas; £1, ...,£/! prennent des valeurs t\j . . . , e^, qui tendent encore 

vers zéro; l'argument de z" augmente de -^— • Ainsi iVt devient 






Cette racine n'est autre que iV2. En effet, c'est l'une des ra- 
cines (^1, ..., iv„ : OT, ce n'est pas par exemple (V3, sinon on 
aurait 



an 



égalité absurde, puisque le nombre fixe i'j — i'a serait égal à une 
quantité qni tend vers zéro. 

Ainsi toute rotation de z remplace chacune des n racines par la 
suivante : elles forment un système circulaire. 

Deuxième cas : L'origine est un point multiple pour la 
courbe /. 

1° Prenons le cas du point double, — Supposons que les 
tangentes à la courbe en ce point ne soient pas parallèles aux axes 
(quel que soit l'ordre de multiplicité du point multiple, il est pos- 
sible de réaliser cette hypothèse par une rotation des axes). Alors 

en ce point les fonctions /(^, tv), -~j -j- seront nulles; les fonc- 

lions -T~^ T^t T-^T 4x^3-^ seront difierentes de zéro. Par 

suite l'équation pourra s'écrire 

ou bien, en remplaçant iv par rc et en divisant par js^, 

{v — ^){v — P) + 5 o(-5, c) = o (cp représente un polynôme). 

Quand z est nul, cette équation a pour racines a et ^; quand z 
est très petit, elle a pour racines deux valeurs voisines, que nous 
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appellerons a+ e, P + vi. Les deux valeurs de w que nous étu- 
dions seront 

w»,= (a-he)^, «'1= (P-+- ij)-». 

Le raisonnement fait dans les cas précédents montre que, après 
une rotation de z autour de Torigine, Wi ne devient pas égal à f^2 ; 
donc il reprend la valeur çv^ . L'origine est un point ordinaire pour 
ces racines. 

a*' Supposons à Vorigine un rebroussement de première 
espèce. — Une rotation des axes permettra d'écrire Téquation 
sous la forme 

ou bien, en posant z = z'^^ iv = çz^^j 

p>== a3oH-*5'(aïiP+...)- 

Les raisonnements précédents montrent que les deux racines (v, 
nulles à Torigine, s'échangent par la rotation (* ). 

§ IV. — Notions sommaires sur les surfaces de Riemann. 

54. Cherchons une représentation géométrique qui aide à rendre 
intuitives les propriétés des fonctions algébriques que nous venons 
d'établir. 



(') Quelles que soient les singularités, la méthode de Puiseux permet de 
mettre en évidence, par des changements de variable, la répartition des racines 
en groupes tels que, dans chacun d'eux, (v soU par rapport à s d'un ordre 
infinitésimal déterminé. Ainsi, soit l'équation 

az'^-h bz^ w^-i-cz^ w^-^dz (v*+ C(v'= o. 

Pour 2 = o, elle a g racines nulles; elles se répartissent en trois groupes, cota- 
prenant respectivement 3, 2, 4 racines. 

Pour le premier, w est d'ordre ^ par rapport à -s; aussi l'on pose z = z'^, (v= c^s'*. 

On en déduit a + 6v^+ .z' (p((v, z') = o. Les trois racines w correspondantes 
forment un système circulaire. 

Pour le second, w est de Tordre de ^; en posant w = vz, on voit que chacune 
des deux racines du groupe forme à elle seule un système circulaire. 

Pour le troisième, on pose z = 2'^, w = vz'] on en déduit que les quatre racines 
du groupe forment un système circulaire. 
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Pour cela, au lieu de considérer simultanément les plans z 
et (V, laissons de côté la représentation graphique de la fonc- 
tion w pour nous occuper de celle de z. Puis substituons au 
plan z une surface z telle que la fonction w devienne uni^ 
forme sur cette surface. 

Expliquons sur des exemples un premier moyen d'y parvenir. 

Exemple L — Soit l'équation 

Prenons deux plans ^(Pn P2); et dans chacun d'eux traçons une 
coupure allant de l'origine à l'infini, en suivant une même direc- 
tion, par exemple celle de l'axe des x (p. 12). On représentera ces 
coupures par O1004 et O20O2. 

Pour une valeur Zq de 2, (v a deux déterminations w^ et (^2* 
Associons-les respectivement aux plans P| et P^, et convenons 
que z pourra dans chaque plan se déplacer arbitrairement, sans 
néanmoins jamais franchir les coupures o<00| et O2GO2. 

Grâce aux coupures faites, z ne peut plus décrire de courbe 
fermée entourant l'origine, et par suite les branches w^ et (P2 sont 
devenues uniformes. 

La coupure a été obtenue en joignant les deux points de bran- 
chement de la fonction, zéro et l'infini. 

Une coupure est artificielle ou essentielle, suivant que la 
fonction est continuable ou non au delà de la coupure : ici la 
coupure est artificielle, car on peut la remplacer par toute autre 
ligne analogue allant de zéro à l'infini. 

Exemple II. — Soit l'équation 

«'«=(is — a)(-5 — *)...(^ — (|a|<| *!<...< 1^1). 

I® Nombre impair de facteurs (2/?-f-i). — Chaque déter- 
mination w^y ÇV2 devient uniforme, si Ton considère deux plans s, 
et si, dans chacun d'eux, on trace des coupures rectiligncs allant 
de a en 6, de c en <f, ... , de / à l'infini. 

2° Nombre pair de facteurs (2/?-f-2). — Dans chacun des 
deux plans, on reliera encore par des coupures les points a et fr, 
c et rf, . . . , A" et /. 
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Dans le premier cas, le point infini est un point critique; c'est 
un pôle d'ordre p -\- i dans le second; dans les deux cas, on a 
tracé/? -f- I coupures, et on les a obtenues en joignant deux à deux 
les points critiques. 

Il y a d'ailleurs une infînilé d'autres manières de tracer ces 
coupures : on les obtient, par exemple, en joignant à l'infini cha- 
cun des points de ramification, par des lignes tracées de telle 
manière qu'elles ne se coupent pas. 

Exemple III. — Pour rendre uniformes les racines de l'équa- 
tion w^ = z^ on prendra m plans 5, et l'on tracera dans chacun une 
coupure allant de o à l'infini, en suivant par exemple l'axe des x : 
le point z ne pourra plus entourer l'origine. 

55. Les m plans indépendants, auxquels nous avons eu recours 
pour rendre uniforme chaque racine fv, laissent ces racines abso- 
lument distinctes, sans transition possible de l'une à l'autre. Dès 
lors, ce procédé masque la propriété fondamentale des fonctions 
algébriques, d'après laquelle on peut, en faisant décrire à z un 
chemin convenable, passer d'une détermination à une autre quel- 
conque (p. 96)^ 

La conception de Riemann va mettre cette propriété en pleine 
lumière : expliquons-la en reprenant les exemples précédents ('). 

Exemple I, — Soit l'équation / 

»•* = z. 

Dans les plans P| et P2 introduits plus haut, traçons encore, 
suivant la partie positive de l'axe réel, les coupures rectilignesO|0Of, 
O2002 : chacune a deux bords; nous les appellerons bords supé- 
rieur et inférieur. Plaçons l'un sur l'autre, sans les faire coïn- 
cider, les plans ainsi entaillés, de façon que les bords inférieurs 



(') Riemann a indiqué cette méthode dans sa Théorie des fonctions abëliennes 
(/. de Crelle, t. 54, 1867; Œuvres, trad. Laugel, p. 9a). 

A dire vrai, le point essentiel de cette méthode est moins dans la simplification 
apporlée, au point de vue de Tintuition des résultats, par cette représentation 
géométrique, que dans le fait qu'à une surface à feuillets multiples, conçue 
a priori, correspond une classe de courbes algébriques. 



NOTIONS SOUHAIRES SUR LES SURFACES DE RIEMANN. I03 

des coupures P| et Pj soient souciés respectivement aux bords 
supérieurs des coupures P2 et P|, et ainsi forment des lignes de 
passage. 

Cet ensemble de deux plans distincts, s'entre-croisant comme 
on vient de le dire, constitue une surface à deux feuillets, dite 
surface de Riemann, attachée à Téquation considérée : le point z 
pourra s'y déplacer arbitrairement, à la condition de changer de 
feuillet, comme les soudures l'indiquent, s'il vient à franchir une 
coupure. 

A une valeur z^ de z correspondent ainsi deux points z^ de la 
surface de Riemann, et deux racines iV|, sv^. Associons Tune 
d'elles (l'i au point ^q du plan Pf ; partons de ce point z^ et dépla- 
çons d'une façon continue le point z sur la surface de Riemann, 
en lui associant la racine w déduite par continuité de la valeur 
initiale iv^. On arrive ainsi, en chaque point ;; d'un feuillet 
déterminé, avec une valeur de iv déterminée et indépendante 
du chemin suivi : en particulier, à cause de la manière dont les 
soudures sont faites, on obtient^ au point ^o du feuillet P2, la 
racine (Vj. 

Donc, sur la surface de Riemann ainsi définie, la fonction 
algébrique est continue, uniforme et analytique. 

Un point analytique étant constitué, avons-nous dit, par un 
système de valeurs de z et de (v, on peut dire qu'à toute valeur 
de z correspondent deux points analytiques (^, (V|), (<s, «'a) et 
les considérer comme situés sur chaque feuillet de la surface de 
Riemann. 

Exemple IL — Soit l'égalité 

w^ ■= {z — a) {z — b). , .{z ~ l). 

Superposons les plans P, et P2 de façon que les points a^ b, .. ,, l 
coïncident. Le long des coupures ab, cd^ . . . établissons des sou- 
dures en reliant en croix chaque bord d'une ouverture du plan P| 
au bord opposé de l'ouverture du plan P^; partout ailleurs, sup- 
posons les feuillets séparés. 

Convenons que le point 5, toutes les fois qu'il franchira une 
coupure, changera de feuillet et passera de la partie du feuillet Pi 
située d'un côté de la coupure à la partie du feuillet P2 située de 
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l'autre côlé (la soudure en croix des feuillets indique comment 
s'elTectuent ces passages). 

Par ce procédé, on forme une surface de Riemann à deux feuil- 
lets, sur laquelle w est fonction continue, uniforme et analeptique. 

Si l'on a 2/? H- I facteurs (tels que z — a), la surface de Rie- 
mann a /> + I lignes de passage et 2/7 -f- 1 points de ramification 
à distance finie : le point à l'infini est un (2/>-H 2)*^"** point de 
branchement, aussi lorsque z décrit un circuit fermé entourant le 
domaine de l'infini, le point analytique (2, iv) passe d'un feuillet 
à Tautre. 

Si l'on a 2/> H- 2 facteurs, il y a ^ -}- i lignes de passage et 2/? -}- 2 
points de branchement à distance finie. Le point 00 n'est plus point 
de ramification; il est dans chaque feuillet un pôle d'ordre />+ i 
pour w. 

Exemple III, — La surface de Riemann, relative à la fonction 
définie par l'égalité iv'"= Zy aura m feuillets. Dans chacun d'eux 
on tracera une coupure allant de l'origine à l'infini, en suivant 
par exemple l'axe des x. 

A une valeur ^0 correspondent m racines CV|, cv^, ..., Wm • 
supposons leurs valeurs principales rangées par ordre d'argu- 
ments croissants, et associons-les respectivement aux points ^o 
situés dans les feuillets numérotés i, 2, ..., m. 

La surface de Riemann s'obtiendra en soudant les bords infé- 
rieurs des coupures faites dans les feuillets i, 2, ..., m — i, nt 
aux bords supérieurs des coupures faites dans les feuillets 2, 

O, . • ■ , //Z, I • 

56. Ces cas particuliers conduisent à la conception générale de 
Riemann. 11 considère le plan z comme formé de plans superposés, 
Aq feiiillelSy dont le nombre est égal au degré par rapport à iv de 
l'équation y*(^, (v) = o : dans chacun de ces feuillets, il trace des 
coupures et soude ensemble les bords de celles qui appartiennent 
à des feuillets difl^ércnts, comme nous allons l'expliquer. 

Soient donc m plans horizontaux. Dans chacun d'eux, mar- 
quons tous les points critiques : chaque point ai est écrit m fois, 
et ces m points ai coïncident (ou, si l'on préfère, sont situés sur 
une même verticale). Traçons dans chaque feuillet une cou- 



NOTIONS SOMMAIRES SUR LES SURFACES DE RIEMANN. fo5 

pure a/oo, en ayant soin que les coupures relatives à deuic points 
critiques différents ne se croisent pas entre elles. Donnons à z 
une valeur particulière Zq telle que les m valeurs coiTespon- 
dantes tv^j . . . , Wm soient finies et distinctes-, et après avoir inscrit 
dans chaque feuillet le point Zq^ associons à chacun de ces points Zo 
l'une des valeurs de w. De là m systèmes (.5o> w'i)...(xîo> «^m)j ce 
qui permet de numéroter les feuillets : le feuillet h sera celui qui 
renferme le point {z^^ sv^)* 

Un déplacement continu de la variable z sur chacun des feuil- 
lets, déplacement s'effectuant sans franchir de coupure, l'amè- 
nera dans le voisinage d'un point critique a/ avec des valeurs des 
racines déterminées et distinctes. Ce point a/ peut êlre, pour 
l'une d'elles w^^ un point ordinaire ou un point critique. Dans le 
premier cas, on ne s'occupera plus du feuillet h : la coupure 
qu'on y a faite servira au besoin à laisser passer d'autres feuillets, 
qui devraient traverser ce feuillet pour se souder; mais le point z 
se déplacera dans tout le feuillet h comme si cette coupure n'exis- 
tait pas. Dans le second cas, w^ fait partie d'un groupe de/? racines 
{iVfxy ppp, . . ., irV^) se permutant circulairement dans l'ordre des 
indices : alors on soudera respectivement les bords inférieurs des 
coupures appartenant aux feuillets a, ^, ..., X, [jl aux bords 
supérieurs des coupures appartenant aux feuillets ^, y? • • • ; ^i ^' 

Du voisinage du point a/, on se rendra successivement, par 
déplacement continu, dans le voisinage des autres points cri- 
tiques, pour y refaire la même opération. Les soudures du reste 
seront les mêmes, que l'on s'astreigne dans ces déplacements à 
ne pas traverser les lignes de passage a/oo, ou bien qu'on les fran- 
chisse, pourvu qu'alors on poursuive sa route après avoir fait les 
échanges de feuillets indiqués par les soudures. 

L'ensemble des feuillets ainsi découpés et soudés constitue la 
surface de Riemann. Un point de cette surface est défini par une 
valeur de z et l'indice du feuillet où ce point est placé. A chaque 
point z de la surface correspond pour {v une valeur bien déter- 
minée : lorsqu'on part de ce point avec cette valeur de w, et que 
l'on chemine sur la surface, on arrive en tout autre point ^, 
à quelque feuillet qu'il appartienne, et quel que soit le chemin 
suivi, avec une valeur de w unique; de plus, à un déplacement 
très petit de z correspond une variation très petite de (v (sauf 
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évidemraent dans le voisinage des pôles). Ainsi les fondions algë- 
briques sont uniformes et continues sur la surface de Riemann 
qui leur correspond (*). A chaque valeur de z correspondent 
m points analytiques (5, (V|), . . ., (2, sVm) de la surface de Rie- 
mann; mais à chaque point de cette surface correspond un seul 
point analytique et réciproquement. 

Comme application, formons la surface de Riemann relative 

à l'équation 

4(w»— w->r i)»= x-; W^(l— w^z. 

Ses points critiques sont o, 1,00; traçons dans chaque feuillet 
les coupures (o, 00), (i , oc). 

En un point voisin de l'origine, l'équation a six racines, qui 
deviennent égales trois à trois pour 5 = 0; par la méthode déve- 
loppée plus haut, on voit qu'elles forment deux systèmes circu- 
laires. Désignons par (n'iiVatVj), («VjcrjtVo) celles qui se per- 
mutent entre elles (0*1 est une racine choisie arbitrairement, et 
a\t est une racine dont nous fixerons plus tard la valeur), et afTec- 
tons-les respectivement aux feuillets i, 2, ..., 6. Si Ton suppose 
que les racines se permutent dans l'ordre des indices, quand on 
entoure l'origine dans le sens positif, on soudera les bords infé- 
rieurs des coupures faites dans les feuillets 1, 2,3 aux bords 
supérieurs des coupures faites dans les feuillets 2, 3, 1. Opération 
analogue avec les feuillets 4; S? 6* 

Autour des points i et 00, les racines s'échangent deux à deux 
et forment trois systèmes circulaires. 

Soient S et T les substitutions relatives respectivement aux 
lacets entourant les points o et 1 ; cherchons comment souder les 
bords des coupures (i, oc). 

Un lacet autour de l'inQni revient à deux lacets autour des 
points o et I ; on peut donc représenter par TS la substitution 
relative au point infini. Elle permute deux à deux les six racines; 



(') Ce n'est là qu'une des manières de tracer les coupures pour former la sur- 
face de Riemann : d'après les exemples précédents, on voit qu*il y en a d'autres 
{cf. Appell et G0UR8AT, Fonctions algébriques, p. 199). 

En regardant chaque point de la surface de Hieraana comme appartenant à un 
seul feuillet, on fait abstraction des lignes doubles : pour ces points il faut indi- 
quer le numéro du feuillet sur lequel on les considère comme situés. 
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donc TSTS = i . Or on a 

T»=:S»=I, 

donc 

TST-> = S». 

Il suit de là que la substitution T ne peut échanger entre elles 
deux racines appartenant aux feuillets i, 2, 3. Prenons pour 
feuillet 4 celui dont la racine s^échange avec celle du feuillet i, 
et soudons en croix les bords des coupures de ces feuillets. 

On en déduit qu'il faudra de même associer les feuillets 2 et 6 
et les feuillets 3 et 5. En effet, les soudures étant ainsi faites, 
les substitutions T, S, T~* échangent par exemple respective- 
ment les feuillets i et 4) 4 ^^ 5, 5 et 3, et par suite la substitu- 
tion TST~* échange les feuillets i et 3, comme la substitution S^ 
à laquelle elle doit élre équivalente. 

On en conclut aussi que le groupe de monodromie de l'équation 
est formé des substitutions 

I, S, S«, T, TS, TS», 

car en vertu de l'égalité ÏS = S^T tout produit de substitutions S 
et de substitutions T peut être ramené à la forme 

T*SP (a = 0, i; p = 0, 1,9.)- • 

57. Une équation algébrique /(5, fv) = o, de degré m en w, et 
de degré p en ^, étant donnée, on peut considérer iv, et non plus z, 
comme la variable indépendante. On a ainsi une seconde surface 
deRiemann k p feuillets, dite surface iv. 

Les deux surfaces ;; et (v, qui correspondent à une même équa- 
tion algébrique, peuvent être représentées Tune sur l'autre d'une 
manière univoque et conforme. Montrons sur un exemple comment 
se réalise cette représentation ( * ). 

Soit la relation 

Formons d^abord la sur/ace z. Pour chaque valeur de 5, iv a 



(') Cy, BuRKiiAiiDT, t^infiihrung in die Théorie der analytischen Func- 
tionen, p. i83. 
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deux valeurs, qui se permutent quand z entoure l'un des points i, 
a, a^, 00 (a désignant Tune des racines cubiques imaginaires de 
l'unité). La surface z aura deux feuillets : dans chacun d'eux on 
fera trois coupures, allant des points i, a, a^ à l'infini (comme 
l'indiquent les lignes doubles tracées dans la Jig. i5), et l'on en 
soudera les bords, après les avoir croisés, de telle sorte qu'en 
franchissant chaque coupure le point z change de feuillet. 

Formons la sur/ace sv. Elle a trois feuillets. Les points critiques 
sont les points i , — i , oo : aussi l'on fera dans chaque feuillet deux 
coupures suivant l'axe des.^/, en allant du point i à +00, et du 
point — i à — 00. Numérotons les feuillets en convenant que, 
pour iv = o, les points 5=1, 5 = a, z = ol^ appartiendront 
respectivement au premier, au deuxième, au troisième feuillet. 
Alors, le long de la coupure (i, +<3o)) on soudera les bords 
supérieurs des coupures faites dans les feuillets i, 2, 3, avec 
les bords inférieurs des coupures faites dans les feuillets 3, 1,2. 
Le long de la coupure ( — 00, — 1) on soudera les bords supé- 
rieurs, dans les feuillets 1, 2, 3, avec les bords inférieurs des 
feuillets 2, 3, i. 

' Comme vérification, on constate que, les soudures étant ainsi 
faites, si l'on part d^un. point du premier feuillet et que l'on 
entoure ui\p fois le point infini en marchant relativement au point 
zéro dans le sens des aiguilles d'une montre, on se retrouve sur le 
second feuillet, comme cela devait élre. 

Cherchons maintenant quelles sont les régions des deux sur- 
faces z et iv qui se correspondent, et d'abord quelles lignes d'une 
surface correspondent aux coupures de l'autre. 

Posons z=^x -\- iy^ ^v = w -4- w\ de l'équation proposée l'on 

déduit 

a«— p>=:i — x»-*- 3a?^', 2uc= — 3ar*^-+-j^*. 

Par suite, aux trois coupures 

7 = 0, ^ = a?/3, j^= — a?/3 (a7*-i-7»>i) 
des deux feuillets z correspondent les droites 

des trois feuillets w. 
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De même, aux deux coupures 
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p = o, 



tt<— i; 



p = 0, 



M>I 



des trois feuillets iv correspondent les droites 
^^ = 0, ar<o; y^x}/%^ «>o; ^= — a?/3, ar>o 

de chacun des feuillets z. 

Étalons séparément les feuillets des surfaces ;; et (v, et indiquons 
par la répétition du même trait, trait plein ou pointillé, les lignes 
d'une surface qui correspondent aux coupures de Taùtre (les cou- 
pures sont figurées par des traits doubles) {^fig* i5 et 16). 



Fig. i5 {surface z). 
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Fig. 16 {surface w). 
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Chaque surface est divisée en six morceaux par les lignes images 
des coupures de Tautre; la répétition de la même lettre dans les 
figures indique comment établir la correspondance. 

Poursuivons la division ; séparons par exemple en quatre parties 
la région A de la surface (v, en traçant une des branches de l'hy- 
perbole w^ — f'-= 1 et Taxe des u. 

Aux portions de courbe 



a« — (;« = I , 

a* — ç^= I, 

p = o. 



a>o, «'>o; 
a>o, p<o; 
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correspondront respectivement sur la surface z les droites 
arH-7/3 = o, y<o; 37—7/3 = 0, y>o; 7 = 0, o<ar<r. 

D'où la correspondance des quatre parties, indiquée encore, dans 
les Jig. 17 et 18, par la répétition de la même lettre. 



Fig. 17. 
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Fig. 18. 
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On voit la marche à suivre pour subdiviser chaque morceau de 
l'une des surfaces en portions nouvelles, et trouver dans l'autre 
surface les régions correspondantes. 

Remarque. — Si l'équation /(5, (v) = o se réduit à /((v) = ;;, 
j désignant une fonction rationnelle, la surface \v a un seul 
feuillet : il est alors possible de représenter d'une manière uni- 
voque la surface ;; sur un plan. 

Soit «>'= cp(<s, iv) une fraction rationnelle en z et en i^. Par 
l'élimination de z entre cette équation et l'équation f{w^z=.z^ 
(v' devient fonction rationnelle de (V. De là une surface de Rie- 
mann \v' que l'on peut représenter d'une manière univoque sur le 
plan w (et par suite aussi sur la surface z) (*). 



(') L'importance de celte remarque lient à ce que toute surface;? de Riemann, 
qui peut citre représentée d'une manière univoque sur le planiv, est à connexion 
simple : dès lors, avec nos hypothèses, quelle que soit la forme de la fonction ©, 
les surfaces w' sont aussi à connexion simple. 

En effet, tout contour fermé y ne se coupant pas, tracé dans le plan tv, le divise 
en deux régions telles qu'on ne peut passer de l'une à l'autre sans franchir ce 
contour. A ce contour y correspond, sur la surface? z, une courbe c la divisant 
aussi en deux régions, car à toute ligne rencontrant y correspond une ligne ren- 
contrant c. Dès lors, puisqu'une incision, faite dans le plan w le long de 7, le 
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58. La conceplion de Riemann, avons-nous dit, substitue à 
l'étude d'une fonction iv multiforme sur le plan z celle de la 
même fonction rendue uniforme sur la surface z. 

Soit (v'= ç(^, iv) une fonction rationnelle quelconque de z et 
de (V. A un point de la surface z^ correspond une seule valeur 
de iv, et dès lors de tv'. Donc cette fonction w^ est aussi uniforme 
sur la surface z. Ainsi cette surface peut servir à représenter et 
à étudier les points analeptiques (z^ iv') aussi bien que les points 
analytiques (^, w). 

La surface de Riemann, que Ton aurait été conduit à introduire 
pourTétude de la fonction tv', aurait résulté de l'élimination de (v 
entre les équations 

/(;:, w) = G, w = t^(z,w). 

Soit /'(5, tv') = o la relation obtenue; appelons z^ la surface z 
qu'elle définit. Comparons les surfaces z et z'. 

Pour chaque valeur de 5, iv' a en général le même nombre de 
valeurs que (v (*), donc les deux surfaces ont le même nombre de 
feuillets. 

Aux points z où plusieurs valeurs de w coïncident, il en est de 
même des valeurs correspondantes de iv' : quand le point analy- 
tique (^, iv) décrit une courbe fermée, il en est de même du 
point (^, sv'). Donc les surfaces ont les mêmes points critiques, et 



sépare en deux morceaux distincts, il en sera de même d'une incision faite dans 
la surface i le long de c. 

On démontre que réciproquement toute surface simplement connexe peut être 
représentée sur un plan. 

Ainsi, les surfaces z défînies par l'équation 

w^= {z~ a,)...(i! — a^), 

sont à connexion siAiple seulement pour p =z i et p = ot. Pour ji? > a, on peut 
les rendre simplement connexes par des procédés que Ton trouvera développés 
ailleurs ( Picard, Analyse, t. II, p. 379. — Appell et Goursat, Fonctions algé- 
briques, p. lia et a33). 

(') Dans des cas particuliers, tv' peut avoir moins de valeurs que (v. Ainsi, 
posons 

(V* — Zy w' — iv* ; 

w a six valeurs et (v' en a trois. 
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les bords des coupures doivent être soudés dans \6s mêmes 
conditions. 

De là l'équivalence des surfaces z et z\ 

Comme exemple, prenons Péquation »v^= ^ r 9 qui définit 

une surface z à deux feuillets, et la fonction 

w' = çif(z — b). 

On en déduit w'^=(z — ^)(z — 6), qui, à son tour, définit 
une surface z\ L'étude de la fonction çv' peut se faire indiffé- 
remment sur Tune des surfaces z ou z'^ bien que entre z et iv'j 
entre z et w^ ]es relations soient différentes. La surface (v a un 
seul feuillet, la surface (v' en a deux. 
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CHAPITRE IL 

FONCTIONS DÉFINIES PAR DES SÉRIES (>). 



Sous ce lilre, on peut se proposer une étude générale des déve- 
loppements convergents, comme aussi de définir des transcen- 
dantes analytiques particulières, dont l'introduction permet la 
résolution de questions nombreuses. 

La première Section du Chapitre est consacrée au problème 
général; dans la seconde viendront quelques séries classiques, 
spécialement Texponentielle. 



SECTION I. 



§ I. — SÉRIES EN GÉNÉRAL. 

59. Un ensemble dénombrable d'éléments, réels ou imagi- 
naires, que nous supposerons d'abord constants, rangés dans 
un ordre déterminé, Uq^ W|, . . ., W/i, ... est considéré comme 
donné lorsqu'un terme de rang arbitraire peut être obtenu par 
des opérations en nombre limité. 



(*) L'introduction des séries remonte au xvii* siècle : elles furent utilisées 
d'abord au point de vue presque unique de V approximation des fonctions. Les 
mathématiciens du xviii* siècle, tout en élargissant leur rôle, ne précisent pas 
bien la définition et les caractères de convergence. Jacques Bernouili avait 
démontré (1689) la divergence de la série harmonique, Euler avait énoncé 
diverses règles; et néanmoins on lit dans Lagrange : « . . . Pour qu'une série puisse 
être regardée comme représentant réellement la valeur d'une quantité cherchée, 
il faut qu'elle soit convergente à son extrémité, c'est-à-dire que ses derniers 
termes soient infiniment petits, de sorte que l'erreur puisse devenir moindre 

F. 8 
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De celle suile, déduisons les sommes 

Si = //qj ^î = Wq ~^* '^1 7 5/1 = Wo ~t" • • • H" '^«—1 » • • • 

Elles formenl une nouvelle suite (s). Lorsque les termes de 
cette seconde suile tendent vers une limite Sj on dit que 
la série z/q -4- '^i -+- • • • 4- ^^// 4- . . . est convergente et a pour 
somme s. 

Ainsi, dans le cas de la convergence, à tout nombre positif 
donné s, on peut faire correspondre un entier fixe N tel que l'on 
ait ' 

m et n étant des nombres arbitraires supérieurs à N. Les deux 
réciproques sont vraies (p. 19). 

Par extension de langage, on parle encore de la somme des 
termes d'une suile (w), lorsque les termes de la suile (s) n'ont 
pas de liniile : la série (u) est alors divergente. Parfois, quand les 
termes sont réels, on réserve ce nom aux séries pour lesquelles s,i 
croît en valeur absolue au delà de toute limite en gardant à la fin 
un signe constant : alors les autres séries non convergentes sont 
dites oscillantes, indéterminées ou improprement divergentes. 

CO. Une série à termes positifs converge, quand les termes de 
la suile (s) restent tous inférieurs à un nombre fixe. 

Une série à lermes positifs ou négatifs converge, si la série 
formée par les valeurs absolues de ses termes est convergente. 

Admettons que chaque élément Up d'une série à termes imagi- 
naires puisse être mis sous la forme ap-h ibp» On aura 



qu'aucune quantilé donnée.... » {Œuvres, t. III, p. 61.) De nicme, les idées de 
Lagrange sur la possibililé des développements en série de Taylor, malgré les 
services qu'elles ont rendus, ne sont pas toutes exactes {Œuvres, t. IX). 

Le premier, Cauchy [peut-être après Holzano (17S1-1848), mais les écrits de 
Dolzano ne furent publiés ou connus que plus tard] énonça en toule rigueur les 
conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence d'une série, établit 
d'importants théorèmes sur les séries à termes réels ou imaginaires et montra 
l'étendue de leur rôle [Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, iSai 
{Œuvres, a* série, t. III). — Hesumés analytiques de Turin {Œuvres, 2* série, 
t. X, p. li;)]. 



SÉRIES EN GÉNÉRAL. I 1 5 

car, n étant dm, on peut traiter ^^ comme une somme ordinaire. 
Dès lors, pour là convergence, il faut et il suffit que les deux 
séries {a) et {b) soient séparément convergentes. 

Une série convergente à termes positifs reste convergente lors- 
qu'on multiplie ses éléments par des facteurs bornés. Dès lors, 
pour qu'une série à termes imaginaires converge, il suffit que la 
série formée par les modules de ses termes converge. 

61. Une série converge absolument, lorsque la série formée 
par les modules de ses termes est convergente, — D'après ce qui 
précède, une série absolument convergente est convergente. Les 
séries convergentes qui ne convergent pas absolument sont appe- 
lées semi-convergentes (* ). 

Les séries absolument convergentes jouissent de deux propriétés 
essentielles aux sommes composées d'un nombre lini d'éléments : 
on peut changer l'ordre de leurs termes et remplacer plusieurs 
termes par leur somme effectuée. 

Ce sont les séries commodes en Analyse. D'autre part, pour 
savoir si une série converge absolument, on doit étudier une 
série à termes positifs; de là une des raisons de l'importance 
des séries à termes positifs. 

Théorème I. — Une série absolument convergente reste 
convergente et conserve la même somme, lorsqu^on modifie 
arbitrairement V ordre de ses termes (^). 



(') Leibniz (lettre à Jean Bernoulli, 1714) a prou\é la convergence des séries 
du type ^{—lYan (on suppose a»^ a»^^> o'., Iima„= o), ci dès lors en par- 
ticulier de la série harmonique à signes alternés, qui est semi -convergente. 

Il ne faut pas confondre ces séries semi-convergentes avec les séries demi-con- 
vergentes de Legendre et les séries semi-convergentes de Stieltjes. Les premières 
(Leoendre, Exercices de calcul intégral, t. I, p. 26-;; 181 1) sont des suites 
divergentes telles que le calcul de sommes successives s^ donne, pourvu que 
l*on s'arrête aux ternies d'un certain rang, des nombres qui diffèrent peu 
d'une valeur cherchée; celles de Sticltjcs sont les séries asymptotiques de 
M. Poincaré {voir n» 86). 

L'expression de conditionnelle nient convergente, due à Weierstrass {Œuvres, 
t. I, p. 199), semble plus rationnelle. 

(-) Ce théorème est dû à Hiemann ( i85^). Il a mis en lumière l'identité de ces 
deux notions : série dont les modules des termes forment une série convergente, 
série convergente sans conditions relatives à l'ordre des termes iabsoluter, unbe- 
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Changer de place les éléments d'une série, c'est les ranger 
d'après une loi nouvelle qui n'en fasse omettre aucun. Ainsi, 
deux séries, de terme général w„ et c^, sont composées des 
mêmes termes, si à tout entier n on peut faire correspondre un 
entier />, tel que parmi les p premiers termes de la seconde série 
se trouvent les n premiers termes de la première, et réciproque- 
ment (*). 

Soient 

Mo -H " 1 -f- . . . -h M« -4- . . . , 1^0 -*" ï^l H- • • • "+- ^'/' "^ • • • » 

la série donnée et la série transformée; U la somme de la pre- 
mière, U/2 la somme de ses n premiers termes. En choisissant /> 
assez grand, la somme Vp des p premiers termes de la série (i') 



dingter). Avant lui, Cauchy, en étudiant la série harmonique, avait montré que 
la convergence de certaines séries de ce type dépend de l'ordre des termes, que 
certains changements peuvent rendre la série divergente, ou même que, si la 
convergence de la série subsiste, la somme de la série est altérée [Résumés ana- 
lytiques de Turin {Œuvres, a* série, t. X, p. 69)]. 

Lejeune-Dirichlet, en traitant des séries de Fourier (elles représentent le type 
le plus important de séries semi-convergentes) et des séries de Laplace, avait vu 
le rôle que jouait, dans la question de l'interversion des termes, la série des 
modules (/. de Crelle, t. 4, p. 157, et t. 19, p. 33o. — Abh, der Berliner Ak,, 
1837), et Ohm {De nonnullis seriebus infinitis summandis, Berlin, xSSg) avait 
donné un £xemple pour lequel un rangement convenable des termes permet 
d'obtenir telle valeur que l'on veut (voir p. 120, note). 

Voici un exemple donné par Dirichlet. Les deux séries 

I X I I I 

I _ _^ — _ -\ — _ . , . , 

V 2 v^3 \/f\ ^/5 ^'() 

1 I I I I 

a 3 4 ^ ^ 

sont convergentes. En déduisant respectivement de chacune d'elles, par les mêmes 
changements dans l'ordre des ternies, les séries 

I I I I I 

I -j — — 1 \ • • • } 

f=i r F i~ '7 
V/3 v^2 V^^ V'7 \^ 

I I I I I 

i4-_ — _ -t-v -H- — 7 •••» 
32074 

on a la première fois une série qui diverge, la seconde fois une série qui converge 
mais n'a pas ia même somme que la série dont elle provient. 

(*) Dès lors deux séries ne seraient pas composées des mêmes termes, si de 
Fune on déduisait l'autre en écrivant d'abord les termes dont l'indice est un 
nombre premier, puis les termes dont l'indice est pair, elc. 
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renferme tous les lermes de Un et Ton a 

V/,= U«H- Ufi-h- ap-h. ..-h M).» 

les indices a, . . . , X étant tous supérieurs k n — i . On en conclut : 

V;,— U = U«— U -+- Ma-H. . •-+- W)., 

I V;,- U I n U„- U I 4- I ««H-. . . -h MX |. 

On a du reste 

I Ugc-+-...-4-MxU| Wal -h...-h| wx| < |«/i| -+-| a,i^.| | H- 

A tout nombre positif donné e, on peut faire correspondre un 
nombre N assez grand pour que cette dernière expression et en 
même temps | U,i — U | soient tous deux inférieurs à e (/i > N). 
Donc, quand n^ et par suite p^ croissent indéfiniment, V^ a une 
limite et cette limite est U. 

62. L'ensemble (u) et les ensembles (r) que Ton vient d'en dé- 
duire étaient semblables : peut-on aussi remplacer Fënsemble (u) 
par des ensembles non semblables? 

Théorème II. — Dans une série absolument convergente, on 
peut dhine infinité de manières répartir les termes en une 
infinité de groupes, formant chacun une série absolument 
convergente, et tels que la série formée par les sommes de ces 
séries converge et ait même valeur que la série donnée (*). 

Représentons toujours par U la somme de la série donnée, et 
soit 

V,- = l'/o -t- t'ii -î- ...-+- i'/rt H- .. . ( * = I , a, . . . ) 

l'une quelconque des séries partielles formées par des éléments (f/). 
Par exemple, on obtient les diverses séries V, en prenant les 
termes (;/) dont les indices sont des nombres premiers, sont 
multiples de 2, sont multiples impairs de 3, etc. 

1** Chaque série V/ converge. — En effet, si U^ désigne la 
somme des n premiers termes de la série (a), on peut choisir /> 

(') Cf. Jordan, Analyse, 2* édil., t. I, p. 276. Ce théorème jouera un rôle 
important dans la théorie des séries multiples absolument convergentes. 
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assez grand pour que la somme V/yj des p premiers termes de la 
série V/ renferme tous les termes de U,i qui figurent dans V|. Par 
suite les termes i^/^,, «^/yj+i , • . . , ^ip-\.p' seront des éléments «/«» • • • j 
«xde la série donnée, dont les indices surpasseront tous n — i. 
On aura donc, quel que soit /?', 

|i'//i|-H...-H|P/^+p'| = 1 «al -+-•••-+- IwXl < I W« I H- [ "rt-*-! I H- 

A cause de la convergence absolue de la série (w), celte der- 
nière somme descend au-dessous de tout nombre donné, quand 
n est suffisamment grand : a fortiori en sera-t-il de même du 
premier membre de l'inégalité. Il suffit de faire grandir indéfini- 
ment d'abord p, et ensuite n, pour en déduire la convergence 
absolue de la série V/. 

Nous en représenterons la somme par V/. 

2® La série Vj -HV2 + . . . -I-V/-I-. . . converge et a même 
somme que la série (w). — Considérons une somme Un et choi- 
sissons l et p assez grands pour que la somme 

renferme tous les termes contenus dans U^. La différence 

ne renfermera que des termes iig^^ . . . , ux, dont les indices surpas- 
seront n — I , et l'on aura 

I •^I<l "a|-t-----t-| wxl < I ««I H-| ««-+-1 I-^- 

A cause de la convergence absolue de la série (u), on peut 
choisir n assez grand pour que cette dernière somme descende 
au-dessous de tout nombre donné. Dès lors, si Ton fait croître 
indéfiniment d'abord/? (ce qui transforme V/^ en V/), puis /(ce 
qui transforme V« -f-. . .-i-V/ en V| -H. . •-+- V/-+-- • m ^"^ nous 
appellerons V), et enfin /i, on peut affirmer successivement que 
les modules des différences 

|Vi-+-...+V,-UJ, iv-uj, iv-ui 

descendent au-dessous de tout nombre donné. 
C'est bien le théorème à établir. 



• • 
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63. Une série semi-convergenle à éléments réels renferme des 
termes positifs et des termes négatifs en nombre infini; sinon 
elle convergerait absolument. 

Les deux séries obtenues en prenant séparément les termes 
positifs et les termes négatifs sont chacune divergentes. 

En effet, supposons que, parmi les m premiers termes, il y en 
ait p positifs et n négatifs; soient Sp, s,i^ Smj ^m la somme des 
p premiers termes positifs, la somme des modules des n premiers 
termes négatifs, la somme des m premiers termes de la série 
donnée et la somme de leurs modules. On a 

et, par suite, 

'2 2 

Pour m infini, o'^ augmente indéfiniment et 5m tend vers une 
limite; donc s,, et Sp croissent indéfiniment : les séries correspond 
dan les divergent. 

Théorème III. — En rangeant dans un ordre convenable 
les termes d* une série semi-convergente (//), on peut lui donner 
une infinité de valeurs et même, si les éléments sont réels, une 
valeur arbitraire. 

Posons 

Un =««-!- ibny I a« I = «rt, I 6/» I = P/i. 

La série ^«/< étant convergente, il en est de même de chacune 

des séries ^a„ et ^6/|. La série T] | w„ | étant divergente, il en 

est de même de la série \^(a«-|- j3,,), qui a ses termes plus 
grands ou au moins égaux. Donc, Tune au moins des séries 
2*"' 51?"J '^ première, par exemple, diverge. C'est dire que la 

série ^^an est semi-convergente, et par suite que ses termes po- 
sitifs a^^ a\y ... cl ses termes négatifs aJJ, a', ... ont scparc- 
ment des sommes infinies. 
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Choisissons arbitrairement un nombre A, positif, par exemple. 
Prenons dans la suite «'^, a\^ ... des termes en nombre suf- 
fisant (mais en nombre le plus petit possible) pour que la 
somme a'^, -f- a'^ -f- . . . surpasse A; ajoutons des termes néga- 
tifs a^, a'i, ... en nombre suffisant (mars en nombre le plus 
petit possible) pour que la somme nouvelle descende au-des- 
sous de A. D'après la même loi, recommençons à ajouter des 
termes de la première suite, de la seconde, etc. 

On détermine ainsi un ordre de rangement des éléments réels a 
de la série donnée : dans cet ordre, leur somme converge 
vers A. 

En eOet, les sommes successives oscillent autour de A; elles 
s'en rapprochent indéfiniment, puisque la dilFérence entre l'une 
de ces sommes et A est inférieure, en valeur absolue, au module 
du dernier des termes employés, a'^ ou aj, et que ces termes 
tendent vers zéro à cause de la convergence de la série (a). 

Ainsi, quand les termes de la série (ii) sont placés dans Tordre 
que nous avons défini, sa somme a pour valeur A H- c'B, A étant 
arbitraire et B ayant une valeur déterminée, qui varie avec le 
nombre A choisi (*). 

(') Ce Ihéorème et cette démonstration sont de Riemann [Dissertation inau- 
gurale, i854 {Œuvres, trad. Laiigel, p. a35)]. 

Exemple. — En rangeant convenablement les termes de la série harmonique, 
on peut l'amener à avoir pour somme loga h — log— (au lieu de log2), pourvu 

que dans les j9 +g premiers termes il y en ait/i positifs et q négatifs. Quand 
p et q croissent indéfiniment de manière que leur rapport tende vers le nombre 
arbitraire a, on approche d'une infinité de limites. (Ce résultat, obtenu par Ohm 
à l'aide du calcul intégral, est démontré d'une façon élémentaire dans l'Ouvrage 
de M. Tannery, Introduction, etc., p. i68.) 

Voici une condition suffisante indiquée par M. Borel pour qu'un changement 
dans l'ordre des termes soit légitime (^. Z?., 1890, p. 97). 

Changer l'ordre des termes revient à établir entre les entiers net p une corres- 
pondance univoque telle que le terme de rang n de la première série devienne le 
terme de rang p de la seconde. Posons | n — p \ = o„, et appelons ce nombre le 
déplacement du terme u^. 

Pour qvCun changement dans V ordre des termes d^une série n^ altère pas 
sa valeur, il suffit que l^on ait, quel que soit V entier positif q, 

l'm I S«-«"« 1=0 ou bien lim | 6„w„ | = o, 
;i = • ' /i = «0 ' 

c^est-à-dirc il suffit que le produit de la valeur absolue du terme de rang n par 
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64. Une série à termes variables converge dans un domaine 
lorsqu'elle converge en tous ses points. Les notions de conver- 
gence et de convergence absolue sont insuflisantes pour trancher 
des questions importantes relatives à ces séries. 

Par exemple, une série convergente et à éléments continus (ou 
holomorphes) dans un domaine^ est-elle continue (ou hoiomorpke) 
dans ce domaine (*)? Pour intégrer ou dériver une série, suffit-il 
de l'intégrer ou de la dériver terme par terme? 

Leur solution repose sur la notion de convergence uniforme. 

Représentons par Sn et s la somme des n premiers termes et 
la somme d'une série à éléments variables, convergente dans un 
ensemble. On dira que cette série converge uniformément dans 
cet ensemble, si à tout nombre positif donné t on peut faire cor- 
respondre un entier positif N, le même dans tout l'ensemble, 
tel que Ton ait 

I 5 — «« I < 6 

pour toute valeur de n supérieure à N (*). 

En général, à chaque point z où Ton étudie la convergence, 
correspondent des nombres N qui dépendent de z (et de e) : ce 
qui caractérise la convergence uniforme, c'est qu'en chaque point 



le déplacement maximum des termes qui le précèdent, ou bien du déplacement 
du terme de rang n par la valeur absolue maximum des termes qui le suivent, 
tende vers zéro lorsque n croit indéfiniment (ces deux conditions sont équiva- 
lentes). 

Cf, aussi ScHLOMiLCH, Zeitschrijt fur Math., 1878, p. 5ao. — Prinosheim, 
M. A,, t. XXII, p. 455, etc. 

(<) C'est Abel qui, à l'occasion d'une inexactitude de Cauchy, attira l'attention 
sur les séries non continues à termes continus {Œuvres, t. I, p. 224). Ainsi la 

série 

I — a7-f-â?(i — a?)-f-...+ x"(i — a:)... (#^ = 1 — 0:'») 

converge pour < â; < i; elle a pour somme i ou o suivant que l'on a o < a; < i ou 
bien â? = i. Les séries trigonométriques en fournissent d'innombrables exemples. 
La dénomination de convergence uni/orme {gleichmâssige Konvergenz) est 
due à Weierstrass. 

a 

(^) C'est la notion exposée page 35 : s^ doit tendre uniformément vers s pour 
n infini. 

s étant donné, il y a, en chaque point où la série converge, un entier minimum 
N, fonction de x;, tel que Ton ait | /•„ | < e pour n > N.. Quand ces nombres N. 
ont une limite supérieure yî/iîè, la convergence est uniforme. 

Une série converge uniformément dans le voisinage d'un point a, lorsqu'il 



122 LIVRK I. — CHAPITRE II. 

on peut les choisir indépendants de z. Ainsi la somme d'une série 
uniFormément convergente est représentée par la somme de ses 
n premiers termes avec une approximation dont la limite supé- 
rieure e est la même dans tout Tensemble. 

La notion de convergence uniforme s'applique aux séries dont 
les éléments dépendent d'un nombre quelconque de variables. 

65. Pour décider de la convergence d'une série, parfois on ap- 
plique la définition directe de la convergence, ce qui exige la con- 
naissance du reste ou d'une limite de son module; plus souvent, 
on utilise des théorèmes, qui résultent pour la plupart de la com- 
paraison de la série proposée avec des séries connues. 

De même, pour reconnaître si une série converge uniformé- 
ment, rarement on se sert du reste; voici une remarque d'une 
application fréquente : 

Une série (u) à termes variables converge absolument et uni- 
formément dans un ensemble, si dans cet ensemble les modules 
de ses termes ne dépassent pas les valeurs des termes dhinç 
série numérique convergente (a), à termes positifs ou nuls. 

En effet, la convergence absolue est évidente. 



existe un nombre p tel que la convergence soit uniforme aux points | ^ — a | ^ p. 
L'ensemble des nombres p relatifs à un puint a a une limite supérieure, que 
nous appellerons H (a). 
Wcicrstrass a démontré ce théorème : 

Une série, uniformément convergente dans le voisinage de chaque point 
d'un domaine fermé, converge uniformément dans ce domaine. 

Pour le prouver, Weierstrass procède comme procédait LUroth (AT. A., t. VI, 
p. 319) pour établir la' continuité uniforme d'une fonction continue de deux 
variables {voir plus haut, p. ^5, note); par suite, il montre que la limite supé- 
rieure R(^) relative à chaque point z est fonction continue de z. Dès lors il y 
a un point du domaine ou de sa frontière où l'ensemble de ces nombres H (2), 
tous positifs, atteint effectivement un minimum qui est positif, et non pas nui 
( Weikrstrabs, Œuvres, t. II, p. ao3). 

M. Pringshcim {M. A., t. L\IV, p. 80) y parvient par une méthode analogue 
à celle suivie par Heine (/. de Crelle, t. 74, p. 188) pour déduire la continuité 
uniforme de la continuité. 

La définition de convergence uniforme montre du reste que si une série con- 
verge uniformément en diverses régions, clic converge uniformément dans le 
domaine formé par leur ensemble. 
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Pour établir la convergence uniforme, on remarque que l'hypo- 
ihèse I Un I ^ an donne 

En vertu de la convergence de la série (a), son reste n^atleint 
pas e, pour les valeurs de n supérieures à un entier fixe : a for- 
liorL en est-il de même du reste de la série (£/), pour toutes les 
valeurs de z considérées ( * ). 

Remarques : 

I. Ici les hypothèses entraînent la convergence absolue et la 
convergence uniforme. Ce n^est pas là un fait général : une série 
peut être uniformément convergente sans converger absolument, 
et réciproquement (^). 

(') Nous utiliserons souvent la convergence uniforme de la série / z'*{s<,i) : 
elle résulte soit delà discussion du reste, soit de la comparaison de la série avec 
la série numérique 7 /'"(i > ;• > [ ^ [). 

Considérons les deux séries pour lesquelles on a respeclivement 



(o-^gi). 



Cest dans le voisinage du seul point j; = o qu'elles ne convergent pas unifor- 
mément (p. 36). Il suffit d'y remplacer x par siD*k'KXy k désignant un entier 
positif fixe, pour obtenir des séries qui ne convergent pas uniformément dans le 

voisinage des A: -M points (0» ?:> r» •• •» ')• 

Enfin, la théorie des ensembles denses dans un intervalle permet d*cn déduire 
des séries, convergentes dans un intervalle, qui ne convergent uniformément dans 
aucun intervalle fini. Cf. Painlevê, Sur les lignes singulières, etc. (A. T., 1888, 
B., p. 10). — OsaooD, JVon uni/orm convergence {American Journal, 1897, P» ï5^)- 
On y trouvera, pour diverses séries, le tracé des familles de courbes y=:r^{x) 
(courbes se rapportant à diverses valeurs de /t), tracés qui aident à se rendre 
compte géométriquement de la convergence non uniforme. 

2% ( i)»-i 
•i— _ converge uniformément, mais non abso« 

n = l 

iument, dans tout intervalle réel. (Pour la réciproque, voir les exemples donnés 
plus haut.) 

Ce qui est vrai, c'est qu'une série absolument convergente, dont les éléments, 
ainsi que la somme de leurs modules, sont continus dans un domaine fermé, con- 
verge uniformément dans ce domaine ainsi que la série formée par les modules 
de ces éléments {cf. Prinqshëim, M. A., l. XLIV, p. 82). 



X nx 


X 


nx 


i-hx^ i-h/i'x*' 


^ - > 

1 -+- X' 


^H ~ 1 -h n'x^ 


n-x 

m — ^ _ 


s = 0, 


n^x 


'■ i-^n^x^' 


'" i-^n-^x* 



124 LIVRE I. — CHAPITRE II. 

II. Le théorème s^appllque aux fonctions de plusieurs variables : 
si, pour un ensemble quelconque de leurs valeurs, on peut prendre 
la même série de comparaison, la série donnée converge absolu- 
ment et uniformément dans Tensemble considéré. 

66. A divers points de vue, par exemple pour le rangement 
des éléments, on pouvait traiter les séries absolument conver- 
gentes comme des sommes de termes en nombre limité : les séries 
à convergence uniforme ont d'autres propriétés qui les rappro- 
chent aussi de ces sommes. Ici, nous en signalerons trois. 

Première propriété. (Continuité.) — Une série à termes con- 
tinus, uniformément convergente dans un domaine continu et 
sur sa frontière, est continue dans ce domaine et sur sa fron- 
tière. 

Posons 

A un accroissement A^ donné à z (on suppose que z 4- Ar ne 
sort pas du domaine considéré) correspondent pour 5, 5,f, rn des 
accroissements tels que Ton ait 

I A5 I ^ 1 A5„ I -h I r„ -h Ar„ | H- | r„ |. 

La somme Sn d'un nombre fini d'éléments continus est unifor- 
mément continue : on peut donc choisir A^ assez petit pour que, 
dans tout le domaine, | Hsn \ n^atteigne pas un nombre positif 
donné e, pour toute valeur de n supérieure à un nombre fixe. 

La série converge uniformément : il y a donc un entier fixe N 
tel que, dans tout le domaine, pour toute valeur de n supérieure 
à N, I r„ I et | T/i-t- Ar,, | restent inférieurs à e. 

Dans tout le domaine, on a donc bien, pour les valeurs de n 
dépassant un nombre fixe, 



(') Réciproqucmenti la conlinuilé de la somme d'une série à éléments continus 
enlraine-t-elle la convergence uniforme de la série? Après quelques hésitations 
(c/. Heinr, y. de Crelle, i, 71, p. 353), la question a été tranchée négativement. 
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67. Deuxième propriété. (Intégraûon.) — Une série à termes 
continus, uniformément convergente dans un domaine continu 
fermé, est intégrable le long de toute ligne finie située dans 
le domaine; son intégrale peut s^ obtenir en faisant la somme 
des intégrales des divers termes, et la série ainsi formée con- 
verge uniforme m en t . 

Supposons d^abord qu'il s'agisse de fonction réelle de variable 
réelle, et reprenons les notations précédentes, en y remplaçant z 
parx. Dans Tintervalle fermé (a6), on peut faire correspondre à 
tout nombre positif e un entier N, tel que Ton ait 

/'/i(ar)|<£ pour n > N. 



d'abord par du Bois-Reymond, puis par M. Darboux {A, E, N., 1875, p. 79) et 
M. G. Cantor (M. A., t. XVI, p. 269). 
Ce dernier donne comme exemple la série pour laquelle 

2x(t — x) a/ia;(i — x) ._ _. 

x^-h{i — x)^ * n*x^-{- {i — xy ^ < < ' 

Il n*y a pas de nombre N assez grand pour que les restes correspondant aux 
valeurs /i(/t> N) soient tous inférieurs à i, quelle que soit la valeur de dedans 
l'intervalle considéré. Les séries étudiées dans la note du n* 65 en fournissent 
d'autres exemples. 

Les points d'un intervalle dans le voisinage desquels une série continue à 
éléments continus ne converge pas uniformément sont dits points de conver- 
gence non uni/orme : M. Osgood les a classifiés et a montré qu'ils ne peuvent 
former que des ensembles de certains types ( par exemple, les points dans le voi- 
sinage desquels, pour certaines valeurs de n, s^ peut dépasser tout nombre donné, 
forment au plus un ensemble dense nulle part et contenant son dérivé). Cf. 
Americtin Journal, 1897, P* '^^- 

Surtout depuis les Travaux de M. Osgood, le problème de la représentation des 
fonctions continues par des séries à éléments continus est considéré comme résolu, 
La question connexe : A quelles conditions une fonction discontinue peut-elle 
être représentée par une série à termes continus? est traitée dans la Thèse de 
M. Baire {Sur les fonctions de variables réelles, 1899). Voir aussi 5. M., 1900, 
p. 173. 

C'est la Théorie des ensembles qui a permis d'approfondir ces questions. Par 
exemplci on a démontré ces théorèmes : 

I* Une série à éléments continus est au plus ponctuellement discontinue. 
(On peut le conclure des propositions relatives aux fonctions de deux variables 
établies dans la Thèse de M. Baire, Chap. H.) 

3** Une série à éléments ponctuellement discontinus, qui converge uniformé- 
ment, est ponctuellement discontinue {cf. Voltbrra, Giorn. di mat,, 1881, p. 79). 

Cf. aussi la question posée par Chessin {Amer. Journal, 189Q, p. 98 et laS) 
et la note du n" 72. 
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La série est à termes continus et converge uniformément : c'est 
donc une fonction continue, et dès lors întégrable. Les deux 
expressions déterminées 

•/r, */.r, «^.r, 

ont pour dilTérence Tintégrale 

»= / Pndx, 



"S 





dont le module tend vers zéro, pour /i infini, piiisqu^it n'atteint 
pas e\b — a|. Delà, la justification des trois parties du théo- 
rème (*). 

Pour Té tendre aux intégrales de séries à termes imaginaires 
(n** 163) le long d'une courbe (reclifiable) de longueur v, il suf- 
fira d'évaluer les intégrales considérées ci-dessus le long de celte 
courbe, et de remarquer que la dernière 8 n'atteint pas eY(*)- 



(') Ce théorème énonce seulement des conditions pratiques suffisantes pour 
rîntégrabilité, et rectifie, d'après Weierstrass [Heine, Ueber trigonometrische 
Jfeihen (/. de Crelle, t. 71, p. 353)], la règle indiquée par Moigno (leçons de 
Calcul différentiel et intégral.,, d'après Cauchyy t. II, p. 70). 

De fait : i** il n'est pas nécessaire que les termes u,- soient continus : le raison- 
nement donné montre qu'il suffit de les prendre intégrables (n* 160); a* la con- 
tinuité uniforme de la série s n'est pas requise, comme l'ont' montré du Bois- 
Reymond, MM. Dini, Stolz, etc. 

Aussi M. Osgood a trouvé des conditions suffisantes plus larges permettant 
d'avoir l'intégrale d'une série en l'intégrant terme par terme. A chaque point, il 
fait correspondre une fonction dite fonction de convergence^ qui s^obtient en 
considérant les limites supérieure et inférieure des restes de la série k droite 
du point, à gauche du point (dans des conditions que nous ne pouvons préciser 
ici), et en prenant la plus grande en valeur absolue de ces quatre quantités (elle 
est nulle en chaque point de convergence uniforme; aux autres points, elle 
mesure le degré de convergence non uniforme). Il en conclut qu'une série non 
uniformément convergente, si elle représente une fonction continue, peut être 
intégrée terme par terme, quand la fonction de convergence est partout finie 
{cf. Osgood, American Journal ^ 1897, p. 164 et 173; Scuônfliess, Die Lehre, etc., 

p. 235). 

(^) Quand une série, dont les termes dépendent de n variables, a ses éléments 
continus et converge uniformément dans un domaine (0 à n dimensions, les inté- 
grales multiples, relatives à un domaine intérieur à (Ç), s'obtiennent en faisant la. 
somme, terme par ternie, des intégrales des termes de la série. (La démonstra- 
tion est identique.) 



« * 
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Remarque. — Le ihéorème revient à assigner des cas où Ton 
f cul permuter les symboles de sommation et d'Intégration, puis- 
qu'il permet d'écrire 

I s(x)dr= I ^.^ndx =i^^ I Undr. 

68. Troisième propriété. (Dérivation.) — Une série sa termes 
continus et analytiques, convergente dans un domaine continu 
fermé et telle que, en la dérivant élément par élément, on 
obtienne une série a- à termes continus, uniformément conver- 
gente dans ce domaine, a comme dérivée cette série 9 pour l'en- 
semble considéré ( * ). 

Supposons encore la variable réelle (les termes de la série s 

seront des termes continus, ayant des dérivées). Dans l'intervalle 

fermé (ai), la série 

(X = a'çH- m'j-h. . .4- K^j 1"+-... 

existe, a ses termes continus et converge uniformément.. Elle est 
donc continue, et dès lors intégrable Ae Xq h x {a^x^<C. x'^b). 
D'après la propriété précédente, l'intégrale s'obtient en écrivant 



.Jf ^JC 



f CI dx = / u*^ dx -h I u\ dx -\- . , . 

x^ *^x, «/to 

^x. 

= [«o]îo-*- [wilî.-+-.---^[w«-i]i^,-+-.-. = «(^) — 5(^0). 

C'est dire que, dans l'intervalle {ab), la série s a pour dérivée la 
série o", puisque cr est une fonction continue (^). 



(') La série 



sinj; -h - sin 3j7>+- -r sin5a7-+-. . . 
i 



converge pour o < x < -r ; la série ayant pour éléments les dérivées 

cosar-H cos3x 4- cosôiC -t-. . . 

n'est même pas convergente. 

(') Pour qu'il y ait identité entre les notions dUntégrale et de /onction pri- 
mitive d'une fonction, il suffît que cette fonction soit continue. Mais celte con-^ 
dition n'est pas nécessaire ( n" IGO, note ) ; aussi, pour celle raison et pour d'autres, 
le théorème énonce seulement des conditions pratiques suffisantes. 

Par exemple, il suffîrait que la série 5 fût uniformément convergente cl â 
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Corollaire. — Ces propriétés étendues aux variables com- 
plexes, on pourra en conclure qu'une série 5, dans les concjlitions 
de l'énoncé, est une fonction analytique. 

69. Addition et multiplication des séries. — Soient les deux 
séries convergentes 

■D « 

n=0 /t = 

La limite d'une somme est égale à la somme des limites; on a 
donc 

/i=0 

et cette règle d^addition est valable tant que les séries sont en 
nombre limité. 

Pour la multiplication, Cauchy a donné une règle simple, appli- 
cable quand Vune au moins des séries, U par exemple, converge 
absolument ('). On peut alors écrire 

(21"'*)( 2"M~2Î*'" (*'«= WoWrt-^«*l"'/f-l-^-•^-«*«Mo)■ 

/l=0 / \n=0 / n = 

En effet, posons 



n 



/i = n — n = 



termes intégrables (la série s restant à termes continus et ayant des dérivées) 
pour que la série a fût la dérivée de *. Cf. Darboux, A. E. N., p. 83; 1875. 
Ou bien encore, si les éléments de la série s ont des dérivées continues et si la 
série 9 est continue, la série 9 est la dérivée de la série Sy sauf peut-être en des 
points formant un ensemble dense nulle part et contenant son dérivé. 

Si les éléments de la série s^ ainsi que la série cHc-mémc, ont des dérivées 
continues, et si la série 9 est continue, cette série 9 est la dérivée de la série s. 
Cf. OsQOOD, American Journal, 1897, p. 188. 

,(*) La démonstration de Cauchy suppose que chaque série converge absolu- 
ment [cf. Cours d'Analyse, etc. {OEuvres, a* série, t. III, p. i3a et 237); 
Bésumës analytiques de Turin {Œuvres, ^* série, t. X, p. 54 et 5;)] et, dans ce 
cas, nous donnerons au n" 1*28 (en note) un résultat plus général. M. Mertens a 
montré que la convergence absolue de Vune des séries suffisait pour que la règle 
de Cauchy fût applicable (7. de Crelle, t. 79, p. 18a). 
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et ordonnons la difTérence 

A=:V,„-U«U'„, 

suivatil les indices de la lettre u. Il vient 

-f- M„+,(wi-*-. . .-h M«-i)-t- "/»+«( a'o +• • •-+- "«-s )-*-•• •■+■ w«n ( w'o) 
et, par suite, 

-H I Mi I . I Wn+i +. . .-h a'jrt-i 1 H-. . .-h I {4/,-i I . I a^+i l 

-t- I Mrt^i I . I aj H-. .-.-+- Ma_i I 

-h|a«^, |.|m;-+-...-4- w;,_j I -+-... -f-|Mt«|.| ui |. 

En vertn des hypothèses sur la convergence absolue de la série U 
et la convergence de la série U', on peut trouver des nombres 
fixes A et A' tels que Ton ait pour toute valeur de m 

et un nombre n assez grand pour que l'on ait, quel que soit/> 

I ««+1 I -H I M/»+i I -^ ... -h I Un^p I < ^ _^ y > 



'/n-l ^^ **rt+î ^^ • • • ' ^n+p 



A -4- A' 



£ étant aussi petit que l'on veut. 
On en déduit 

\1\ <-^-3^(| wo !•+-•.. -+-|w«-il) -^A'(|««+i I -+-... + |w,„|), 
d'où, a fortiori f 

' '^ 1< ÂTÂ' ^ -^ ^' ÂTT ' °" <^- 

On verrait de même que les différences V^n^i — U/i+iLIJ,^., 
tendent vers zéro quand n croît indéfiniment, ce qui justifie la 
règle énoncée. 

F' 9 
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La question de la multiplication de deux séries toutes deux 
semi'Convergentes est moins simple (*). 

§ II. — SÉRIES ENTIÈRES. 

Parmi les séries à éléments variables, on considère spéciale- 
ment celles qui ont pour termes des poljnomes, des fractions 
rationnelles, certaines transcendantes (^) : elles fournissent 
pour les fonctions des représentations analytiques d'un intérêt 
capital. 

Les plus intéressantes sont celles qui procèdent suivant les 
puissances positives croissantes de la variable : on les appelle 



(^) Abel a montré, en s'appuyant sur les propriétés des séries enlières, que, si 
les TROIS séries U, U', V convergent, on a 

UU' = V 

'{Œuvres, t. I, p. 226). Voir in/ra, n" 74. M. Cesàro a prouvé ce théorème d*AbeI 
par UD procédé analogue à celui qu'a employé M. Jcnsen pour établir le théo- 
rème de Cauchy-Mertens {B. D., 1890, p. ii4)' 

Pour énoncer les résultats dans le cas où seules les deux séries U et U' con- 
vergent, M. Cesàro introduit la notion de série simplement indéterminée. Il 

s I I • 

entend par là une série divergente dans laquelle le rapport ff^= — 



n 

tend vers une limite 9;. on rappelle la somme de la série (quand les s^ ont une 
limite, les a„ ont la même limite). La somme ainsi définie de la série est 
encore égale au produit des séries U et U'. 

Cf. aussi Prinqshkim, M. A., t. XXI, p. 327, et t, XXVI, p. 157. — Voss, M, A., 
t. XXIV, p. 42. — Cajori, American Journal, t. XV, p. SSg (généralisant une 
règle de Voss, il obtient divers types de conditions nécessaires et suffisantes pour 
que la rèplc de Cauchy soit applicable à deux séries semi-convergentes, lorsque 
Tune d'elles devient absolument convergente par l'association de ses termes en 
groupes renfermant chacun un nombre fini d'éléments). — Mertens, /. de 
C relie, t. 117, p. 169. — Bourlet, B. D., 1889, p. 55. — A^. A. M., 1887, 

p. 210. 

Il y a bien des manières, nous le verrons plus loin, de considérer des séries 
divergentes comme définissant des fonctions. Dans ces définitions, on fait en 
sorte que les /or/ne* opératoires habituelles concernant les séries, par exemple 
la règle de Cauchy, subsistent. Aussi, avec de telles définitions, quand deux 
séries divergentes définissent chacune une fonction, la série divergente 
obtenue par la règle de Cauchy définit elle-même une fonction qui est le 
produit des deux premières. (Fade, A. M., t. XVIII, p. io5. — Borkl, Séries 
divergentes, p. io3, etc.) 

(') De ces transcendantes, les plus usitées sont les fonctions circulaires, les 
fonctions sphériques, les fonctions cylindriques. 
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■ 

séries entières (*). Inlrodiiîtes par les développements de Mac- 
Laurio, elles servent de point de départ, depuis Weierstrass, à la 
théorie des fonctions analytiques. Nous prendrons Ja notation 
de Weierstrass, et nous poserons (^) 

9(z) = ao-+- aiz -h. . .-+- anZ"-\- 



• • • V 



70. Théorème I. (Abel.) — Une série entière telle que les 
modules de ses termes restent, à partir d'un certain rang et 
pour une valeur z^ de la variable, inférieurs ou égaux à un 
nombre fixe^^ converge en tout point dont le module n atteint 
pas I ^0 



En effet, en ces points, la progression géométrique de terme 

général Mj — ^ forme une série convergente. D'après l'hypo- 

ihèse I an ^J j £ M, les modules des termes de la série entière donnée 
ne dépassent pas, à partir d'un certain rang, les valeurs des termes 
de cette progression. Donc, la série formée par les modules des 
termes de la série donnée converge; et dès lors aussi cetle série. 

Corollaire. — Ce théorème conduit à la notion fondamentale 
de cercle de convergence. 

Supposons la série donnée convergente au point z^. Le module 
du terme général UnZ'^ tend alors vers zéro; a fortiori reste-t-il 



(') Newton avait entrevu le rôle en Algèbre des séries entières, en remarquant 
que des séries de puissances (puissances de lo-') servent en Arithmétique à 
exprimer toutes les fractions. Leur étude systématique a été faite par Caucby 
{Œuvres, 2* série, t. III, p. i35 et 289, et t. X, p. 16, i3o, 170, etc.) et par Abel 
{Recherches sur la série du binôme, 1826; Œuvres, 2" édition, t. I, p. 219). 
Leur nom est dû à M. Méray. 

Les séries de polynômes ou de fractions rationnelles sont un instrument analy- 
tique plus général que les séries entières. Mais de cette généralité même résulte 
la difficulté qu'il y a à leur trouver des propriétés communes : aussi leur théorie 
n'est qu'ébauchée, alors que depuis longtemps celle des séries entières est achevée 
dans ses traits essentiels. Nous y revenons plus loin. 

(^) Nous représenterons souvent les polynômes par P(5), les séries entières 
par (P(z), les séries entières convergentes dans tout le plan par G{z). Les théo- 
rèmes que nous allons démontrer s'appliqueront aux séries de puissances ^JP(s — Ç), 

à l'intérieur de cercles ayant pour centre Ç, et aux séries (Tf- ) à l'extérieur de 

cercles ayant pour centre rorigine. 
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inférieur à un nombre fixe. Donc une série entière, qui converge 
pour une valeur Zq, converge (absolument) pour les valeurs de 
module moindre. Réciproquement, une série qui diverge en un 
point Zi ne converge en aucun point extérieur au cercle ayant 
Torigine pour centre et passant par Zi . 

C'est dire que la courbe séparant les régions de convergence 
des régions de divergence (dans l'hypothèse où la série ne con- 
verge pas dans tout le plan) est une circonférence de cercle 
(décrite de Torigine), cercle que l'on appelle cercle de conver- 
gence (*). 

La série converge en tout point intérieur à ce cercle, et diverge 
en tout point extérieur. Sur la circonférence même, il y a doute : 
la série peut converger ou diverger en tout point, converger en 
certains points et diverger en d'autres. 

Le rayon R du cercle de convergence peut être nul (c'est le cas 
où la série ne converge pour aucune valeur de >s), fini et différent 
de zéro, infini (c'est le cas de la fonction transcendante entière). 

Ainsi, soient les séries 

±nU.. ±... ±'1. ±'i,. ±^, 

n = l n:=0 n = \ /i = l R = l 

Pour la première, R = o; pour les trois suivantes, R = i; pour 
la dernière, R est infini. La seconde diverge en tout point de la 
circonférence du cercle de convergence (sur cette circonférence, 
le module de 5" ne tend pas vers zéro). La troisième converge en 



(^) On peut présenter comme il suit la définition du rayon de ce cercle. 

Posons \z\ = r) faisons croître r à partir de zéro, et considérons pour chaque 
valeur de r Tenscmble des nombres ja^z"] et sa limite supérieure, finie ou 
infinie, 9(r), limite qui ne peut diminuer quand r croit. 

Ou bien 9(r) reste fini, si grand que soit r. Alors la série converge dans tout 
le plan. 

Ou bien 9(/*) est infini pour toute valeur de r. La série ne converge en aucun 
point. 

Ou bien <p(/') est fini pour certaines valeurs de r et infini pour d'autres 
valeurs. Les nombres r pour lesquels (p(r) reste fini forment une suite continue 
de grandeurs croissantes, inférieures à un nombre fixe : celte suite a donc une 
limite supérieure finie H. Aux points | >s | ^ H, | a^z'* \ ne dépasse pas un nombre 
fixe; donc la série converge aux points | s | < R. De même elle diverge aux 
points I 5 I > H. Cette limite supérieure R est le rayon de convergence. 
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tout point de celte circonférence, sauf au point 5=1. La qua- 
trième converge en tout point de cette circonférence, puisque la 

série > — converge. 

71. A l'intérieur de son cercle de convergence, une série en- 
tière converge absolument; elle converge uniformément sur la 
circonférence et à l'intérieur de tout cercle intérieur à ce cercle. 

En efiet, soit z un point arbitraire à l'intérieur du cercle de 
convergence (| js | = r) et Tq un nombre compris entre r et R. La 
définition du cercle de convergence entraîne la convergence de la 
série au point Tq et, par suite, la convergence absolue de la série 

ao-h «i^ -H. . .-h a^z^-j-, . .. 

■ 

Dès lors, il suffit de prendre comme série de comparaison la 
série numérique convergente 

l«ol -+- l«i| ''-+-• •.-+-! «/ik'*+«-- 

pour établir que la série donnée converge uniformément sur la 
circonférence r et à son intérieur (p. 122). 

72. De la convergence uniforme des séries entières résulte 
leur continuité sur la circonférence et à Tintérieur de tout cercle 
de rajon moindre que R ( * ). 

« 

73. Quand une série converge absolument en un point ^o, elle 
converge uniformément dans le cercle passant en ce point et sur 
sa circonférence. Qu'arrive-t-il si la série converge en ce point 
sans converger absolument? 

Les raisonnements précédents établissent la convergence uni- 
forme sur la droite (o,^Jj) qui va de l'origine vers le point Zq 
(l-^d "^ I ^o|)- Un second théorème, dû aussi à Abel, apprend que 
la convergence uniforme s'élendjusquUiu point Zq. 



(') Soient les coefficients a^ fonctions continues d'une variable Ç. Abel montre 
{ŒuvreSj t. i, p. 22f\) que, si Ton suppose z fixe dans le cercle de convergence, 
la série est fonction continue de Ç. La preuve qu'il en donne est insuffisante, et 
même son énoncé doit être un peu restreint (du Bois-Rkymond, Af. A., t. IV^ 
p. i35: PRiNGSiiËisif Mémoires de r Académie de Munich, 1897, P* ^^0- 
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Théorème II. (Abel.) — Une série entière, convergente en 
un point z^j converge uniformément sur le rayon qui aboutit 
en ce point. 

Posons z^=ZfiX : au segment (o, 5©) correspondra le seg- 
ment (o, i). On est ainsi ramené à démontrer que la convergence 

de la série 

tf (i) = ao-i- «i-h. ..-I- a^-f-. . . 

entraîne la convergence uniforme de la sérié 

dans l'intervalle fermé (o, i). 

Puisque la série ^(i) converge, à tout nombre positifs corres- 
pond un entier N tel que, pour toute valeur de n supérieure à N, 
on ait 

\rn{i)\<\y \rn^a{l)\<\' 

Donnons à q les valeurs i, 2, . . ., /> -f- 1 : ces inégalités com- 
binées montrent que les sommes 

ont leurs modules inférieurs à e. Introduisons ces sommes dans 
l'expression du reste /«(x) de la série ^JP(x); il vient 

= (Toa7«-h(cTi— <To)a7«-^-»H-...-f-((Jp— ff,,_i)a7«-»-/»-i-. .. 
= ^^«(i — a7)((ro-i- (JiiF-h. ..),^ 

et par suite 

On avait déjà 

k«(i)l<e. 

Donc, dans Tintervalle (o, i), le module du reste de la série est 
inférieur au nombre fixe e. 

Remarque. — Une série à termes continus, uniformément 
convergente, est continue : la série entière ^i-X^) est donc continue 
sur le segment (o, ^o). Aussi Abcl ononrail-il son théorème en 
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disant : la limite des valeurs que prend une série entière y con- 
vergente en ^01 quand z tend vers Zq en suivant le rayon (o, 5o), 
est égale à la valeur de la série au point z^. 

Exemple. — Nous déaionlrerons la formule (n® 179) 
(i) arc tanga; = a: — — - H — ^ ... (|a:|<i). 

Le second membre converge encore pour x = i; c^est une 
série entière : aussi, d'après le théorème d'Abel, on peut égaler 
les valeurs limites des deux membres et écrire 

1T _ I I 

Pour — ir < j: < K, on démon Ire la relation (n** 84) 
(îi) ' -ar = sina7 sinaa? H- -sin3x — .... 

•2 2 3 

Le second membre converge encore pour jî = ir; ce n'est pas 
une série entière : aussi ne sait-on pas, a priori, si les deux 
membres sont encore égaux pour la valeur limite tt. De fait, 
l'égalité n'est plus vraie (*). 

En d'autres termes, la série (i) est convergente (o^a;£ i) et est 
continue; la série ('>.) est convergente (o^^^'ï^) sans être con- 
tinue. 

• 
74. Comme application des théorèmes d'Â^bei, on peut démon- 
trer que, si les trois séries (p. 128) 

sont convergentes, la dernière représente le produit des deux 
autres. 

En effet, la convergence de ces séries entraîne la convergence 



(') C'est Texemple donné par Abcl {Œuvres ^ t. I, p. aaS). 

Abel laisse de côLé le cas où la variable atteint le point Zg en s'écartant du 
rayon qui aboutit en z^. M. Picard a montré que la convergence uniforme 
subsiste sur toute ligne aboutissant en 2,, pourvu qu'eUe ne soit pas tangente 
en ce point au cercle de convergence {Analyse, t. II, p. 78), et M. Pringslicim 
qu'elle s'étend à tout triangle z^Zy^Zn (côtés inclus), z^ étant un point de conver- 
fscncc ( I -i I et I 3, 1 < I -^o I ) {Méni. de l'Ac. de Munich, 1897, p. 3/17). 
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absolue des séries 

aux points |^| <C i. Donc en ces points le théorème de Caucliy 

(p. 128) donne 

/{z)o(z) = ^(z). 

Les séries U, U', V convergent; par suite les séries /, q, ^ ont 
pour valeurs limites, au point 5 = 1, les séries U, U', V (et le 
produit /^ a pour limite le produit UU'). Donc, en égalant les 
limites defy et de t|^, on a bien 

UU'=V (1). 

75. Une proposition fondamentale de Cauchj(n** 178) permettra 
de déduire le rayon de convergence d'une série de puissances 
des propriétés de la fonction qu'elle représente. 

Inversement, un autre théorème de Cauchy, retrouvé et précisé 
par M. Hadamard, relie la valeur du rayon de convergence d'une 
série entière aux valeurs de ses coejjîcients (2). 



( * ) Le premier théorème d'AbcI, rapproché de celui de Cauchy ( p. ia8 ), montre 
que dans leurs cercles de convergence, on peut multiplier des séries entières en 
les traitant comme des polynômes, et ordonner les termes du produit suivant 
les puissances de la variable : dès lors, on peut agir de même pour élever une 
série entière à une puissance entière positive, ou efTcctuer un produit de puis- 
sances entières positives de séries entières. 

Que peut-on affirmer pour les points de la circonférence du cercle de conver- 
gence? Un changement de variable ramène ce cas à celui du texte. 

(') Cauchy, Œuvres, 1* série, t. III, p. i36 et 289; t. X, p. i3o. — IIadamard, 
C H., 1888, 1" semestre, p. ^09, et J. M., 189a, p. 107. 

Dans beaucoup de questions où interviennent les fonctions analytiques, par 
exemple dans le problème si vaste de l'intégration des équations dilTérentiellesf 
ce qui est connu d'avance, ce sont les valeurs à l'origine de la fonction et de ses 
dérivées, et par suite les cocfncients du développement de l'élément générateur 
de la fonction. Ainsi, lorsqu'on cherche l'intégrale d'une équation du premier 
ordre qui prend en un point x^ la valeur arbitraire ^-t'Caro), l'équation fournit les 
valeurs de 0?'(a:o), (i?"(^«), ..., cl, par suite, on connaît les coefficients a„ 
a,, ... de la série de Taylor initiale, tous dépendant du paramètre a:^. 

De là de nombrcuscb applications de ce llicorèmc. 
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Considérons la série 

«0 -i- «1 ^ -H • • • ^- «rt 5" -H . . . 

el la suite infinie, de terme général \/\ a„ |. Quand celte suite con- 
tient des termes qui augmentent indéfiniment, la série ne con- 
verge pour aucune valeur de s. En effet, si petit que soit | 5 |, on 
pourra trouver un nombre positif N tel que, pour une infinité de 
valeurs de n supérieures à N, on ait 

V\~âZ\>] — r' ou |a„>s"|>i, 
^ I 



ce qui prouve la divergence de la série. 

Supposons donc que les termes de la suite ne dépassent pas un 
nombre fire. Un raisonnement analogue à celui du n" 12 montre 
qu^elle admet alors une limite supérieure pour n infini : on 
veut dire par là qu'il existe , quel que soit le nombre positif 
donné e, un nombre L tel que, si Ton considère les inégalités 

L — s < y\ a„ I < L -h s, 

on peut satisfaire à la première pour une infinité de valeurs de n 
à partir d\in certain rang N, à la seconde pour toutes les valeurs 
de n k partir du même rang (*). 

Théorème III. — Le rayon de convergence de la série est j» 



(') M. Hadamard ne définit la limite supérieure pour n infini que dans les 
suites discrètes : ses considérations s'étendent au cas d'une variable continue. 
Dans tout ensemble linéaire, la limite supérieure pour n infini est le plus grand 
élément de l'ensemble dérivé (ici, des points limites de l'ensemble <^\ a^ \, c'est 
le plus éloigné de l'origine). 

La limite supérieure (obère Grcnze) et la limite supérieure pour n in/lni 
(obérer Limes) coïncident dans les ensembles de nombres qui ne restent pas 
tous inférieurs à un nombre fixe : c'est l'infini. 

On définit de la même manière la limite inférieure pour n infini. Dans les 
suites convergentes, les deux limites supérieure et inférieure pour n infini coïn- 
cident et coïncident avec la limite au sens ordinaire du mot. 

Ce que M. Hadamard désigne par limite supérieure pour n infini, Caucliy 
l'appelait la plus grande des limites; du Buis- Hey moud , Obère Unbestim- 
mkeitsgrenze. — Sur la général isalion de la notion de limite, cf. aus!»i Pkano^ 
American Journal, 1895, p. 37. 



L 
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En efTet, soit 

5| = (L4-ê)-> (e>o). 




Quel que soît e, on a pour toute valeur de /i à partir d'un cer- 
tain rang ^| a„ | < L H — . el dès lors, aux points z que nous 
considérons, 

|a/iS'M< 

En ces points la série converge, puisque le second membre est 
plus pelit que un. 

De même, comme on satisfait à l'inégalité \j\ a,, | ^L — e pour 
une infinité de valeurs de w, il y aura, pourla valeur [5 | = (L — 6)~* , 
une infinité de termes a/^c" dont le module dépassera l'unité; la 
série diverge aux points | 5 | >> L~* . 

Remarque, — En particulier, si les éléments v'Ifl/il ont une 
limite, Tinverse de cette limite donne le rayon de conver- 
gence. 

Par suite, la condition nécessaire et sujffisante pour quUuie 
série de Taylor représente une fonction entière est que la 

quantité yjan tende vers zéro pour n infini. 

Si le rapport — 1— -7-^ a «ne limite, '\/\ an \ aura aussi une limite 

et la môme limite que ce rapport; le rayon de convergence sera 

lim 



Un 



76. Lemme. — Les séries obtenues en dérivant ou en inté- 
grant terme par terme une série entière, sont des séries en- 
tières ayant même cercle de convergence que cette série. 

Appelons ^i^' {z) la série obtenue en dérivant la série don- 
née ^JtX^) terme par terme (le théorème justifiera celte notation) 
On obtient 

L'égalité connue lim \'ii = i, montre que Ton a 

lim sup. v^l iui,i\ = lim sup. y j ««I- 
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et par suile, d'après le théorème précédent, les rayons de conver- 
gence des deux séries $ et $' sont les mêmes (*). 

Théorème IV. — Dans leur cercle de convergence communy 
les séries entières obtenues en déris^ant et en intégrant terme 
par terme une série entière, 

..., y«(-2)6f5, $(^), $'(;;). a^'(-), ..., 

sont les dérivées et les intégrales de la série entière. 

Le théorème résulte de la juxtaposition du lemme précédent, 
qui établit la convergence uniforme de ces diverses séries, et des 
théorèmes généraux sur les séries qui convergent uniformément. 

Corollaire. — Une série entière est, à l'intérieur de son cercle 
de convergence, une fonction analytique, ainsi que ses dérivées. 

Les coefficients de la série- se déduisent des valeurs à Torigine 
des dérivées de la fonction au moyen des relations 



On peut donc écrire 



n\ 



cS{z) = tJP(o) + 5$'(o) -^...^—^ (£n(^o) H-. . . (I ;; |< R ). 



(') Si l'on ne veut pas s'appuyer sur le théorème de Cauchy, on dira : 

1" Soit R le rayon de convcrjjence de la série «fT; z et s^ des nombres tels 
que I a I < I -CjI < R. Puisque la série fi? converj;e en z^, \ a^z'^ \ ne dépasse pas 



un nombre fixe M. Aussi la convergence de la série 



M 1 


z 

«g 


H-. 


. .+ /l 




l'nlralne-t-elle celle de la série 











ll-l 

H- 



...) 



I a, ( -j- 2| «2^ I H-...H- « I «„3""'| +..., 

qui a ses termes moindres. On en déduit la convergence absolue et unifurnie de 
la série ^X", au moins à 1 intérieur de tout cercle de rayon inférieur à H. 

2" Quant à la série obtenue en intégrant terme par kerme la série 0?, elle a un 
cercle de convergence de rayon au moins égal à celui de la série U^ (A partir 
d'un certain rang, les modules de ses termes sont moindres.) 

Ainsi, le rayon de convergence de U?' doit au moins atteindre H, et ne peut 
surpasser R. Donc il est égal à R. 
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Remarque, — Toutes les séries considérées ci-dessus ont le 
fiiéine cercle de convergence : mais en un point de la circonférence 
de ce cercle une série peut converger, alors que la série dérivée 
est divergente. Ainsi des deux séries 



au point ^ = i, la première converge, la seconde diverge. 



77. Théorème V. — Quand une série entière s^ annule à Vori^ 
gine il existe un cercle, concentrique au cercle de conver- 
gence, tel que la série ne s'annule en aucun point intérieur à 
ce cercle autre que l'origine. 

Par hypothèse, ao=o. Il peut arriver que quelques autres 
coefficients a^, a^y •••) jusqu^à a,i exclusivement, soient aussi 
nuls, c'est-à-dire que l'origine soit racine d'ordre n. On a ainsi 

la série entière ^{z) a le même cercle de convergence que ^JP(5), 
et elle ne s'annule plus à l'origine. 

^{z) étant continu dans le voisinage de l'origine, au nombre {a^ \ 
correspond un nombre positif 8 tel que l'on ait 

|^(^)-^(o)|<|a,| si \z\<L 

Puisque ^(o), dont la valeur est ani n'est pas nul, ^{z) ne 
s'annule pas dans le cercle de rayon 5 : dans ce cercle ^(z) n'a 
d'autre zéro que l'origine (*). 

Corollaires : 

I. Le théorème revient à dire que l'origine est un zéro isolé. 
Dès lors, il en esl de même de toute racine ^o d'une fonction 
holomorphe, puisqu'une fonction, holomorphe au point Zq^ est 
développable suivant les puissances de -3 — .So (p« 58). 

Les séries entières peuvent avoir une infinité de zéros dans leur 



(') Lo rayon o dépasse un niiniinuiii i\\)v Von «alciilcra au ii" 131). 
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cercle de convergence; ces zéros ne peuvent avoir de /?o//j/ limite 
à l'intérieur de ce cercle, mais seulement sur sa circonférence. 

II. Une série entière, dont Tun des coeftlcients Un est différent 
de zéro, ne peut s'annuler en une infinité de points ajant l'origine 
comme point limite (p. 20). C'est dire que réciproquement, si 
une série s'annule sur un ensemble ayant Vorigine pour point 
limite y par exemple sur un arc de courbe passant par l'origine, 
tous les coefficients ao, ai, ..., an^ ••• sont nuls. La fonction 
représentée par la série est nulle en tous les points du cercle de 
convergence. 

On en conclut que deux séries entières, identiques en tous les 
points d'un ensemble infini ayant l'origine pour point limite, sont 
identiques dans toute une région. En effet, leur différence, qui est 
aussi une série entière, est nulle dans l'ensemble considéré, et 
par suite dans un cercle. 

Enfin, on en déduira qu'une fonction n'est développable que 
A^une seule manière en série entière. . 

§ III. — PwODtlTS INFINIS. 

A la théorie des séries se rattache celle des produits infinis (*). 
Il y a analogie dans les théorèmes, et à toute série correspond un 



(') Depuis longlcmps, ils oni élc iiitroduils pour la solution des problèmes de 
quadrature, et spécialement Tévalualion de la surface du cercle. Viètk (164O) 
et Wallis (1669) représentent le nombre n par les formules 



- = -.-. T--/---'-*" ' ( Wallis.) 

Peu après, D. Bernoulli se sert de produits infinis dans un problème du 
calcul des probabilités. Kuler fait ressortir l'importance de ce mode de repré- 
sentation et Tutilisc dans l'étude des fonctions trigonométriques. Gauss l'emploie 
pour définir la fonction eulérienne. Gauchy {Œuvres, a* série, t. III, p. 4^9) les 
raUache aux logarithmes et donne ainsi le moyen le plus rapide pour l'étude 
de leurs propriétés ( n" 79). Weikhstrass (i856, Œuvres, t. 1, p. 178) en fait 
une étude directe. 

Cf, aussi Mittao-Leffler, A. Af., t. IV, p. 29. — PniNOSiiEiMf Af. A., t. XXII, 
p. 478; t. XXMII, p. 119; l. XLII, p. iH3. 
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produit inGni et réciproquement. De plus si, dans la représen- 
tation des fonctions analytiques, la somme d\in nombre infini 
d* élémeniSy la série joue un rôle fondamental, le produit d^un 
nombre illimité de facteurs est également utile (n® 280 et suiv.). 

78. Considérons une suite infinie d'éléments constants, réels 
ou imaginaires 

i-f-f/oî i-+-"i» •••> \-\-Uni ... (|n- w»! > A-> o). 

Effectuons le produit des n premiers éléments et posons 

P/l= (l-i- «o)(i-l- Ux). ..(l-h W/t-l). 

Quand n grandit indéfiniment, ce produit peut augmenter indé- 
finiment, osciller, tendre vers zéro, tendre vers une limite 1? qui 
ne soit pas nulle. Dans ce dernier cas, on dit que le produit 
infini est convergent et a pour valeur P (*). 

Ainsi, quand un produit converge, à tout nombre positif e, on 
peut faire correspondre un entier N tel que l'on ait 

lP-P„|<e, |P,„-PnI<e (P^o), 

m et n étant des nombres arbitraires supérieurs à N. Les réci- 
proques sont vraies (pourvu que la limite ne soit pas nulle). 



(') L'hypolhrse limP„^o (quelques auteurs ne la font pas) a spécialement 
pour but de laisser txact ce théorème : Un produit convergent de facteurs, 
même en nombre injini, n^est pas nul quand tous les facteurs sont différents 
de zéro. 

Aussi elle est inutile avec les produits absolument convergents, car ils ne 
tendent jamais vers zéro sans qu'un de leurs facteurs soit nul (n® 81). 

Exemple. — Des deux produits 

P.= (,_Q(,_i)...(,^:)„i. 

"■''(-i.)(-i)-(-7:.)=-:- 

pour n infini, le premier diverj^c (il a zéro pour limite); le second converge. De 
fait des deux séries formées avec | w„ | 

Il II 

la première diverge, la seconde converge. Aussi aurait-on adopté une autre défi- 
nition pour le produit convergent (sans modifier celle du produit absolument 
convergent), que le premier ne serait pas absolument convergent. 
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Parfois on oppose ces mots terme el fadeur : les qiiantilés Un 
sont alors les termes du produit; les quantités i 4- w„ en sont les 
facteurs. 

79. La convergence d^un produit infini entraîne celle d'une 
série. — En effet, écrivons 

et ajoutons membre à membre les égalités analogues, relatives 
aux entiers inférieurs à /i. Il vient 

P„= I-HMo-»- W|P|-h...H-M«-|P,i-i. 

C^est dire que, si P/^ a une limite, la série 

S = I -h Mo H- W| Pi -H . • • -H W/i Pu H- . . • 

est convergente et a pour somme la valeur du produit infini (*). 

80. Produits à termes positifs ou nuls. — Supposons tous 
les termes Un positifs ou nuls. Alors, comme le produit P„ ne peut 
que croître avec /i, il sera convergent s'il n'augmente pas indéfi- 
niment. 

I. Pour la convergence^ il y a équivalence entre le pro- 
duit P et la série 

En effet, la convergence du produit P entraîne celle de la 
série ci-dessus S. Or on passe de celte série à la série U en en 
multipliant les termes par des facteurs positifs finis, car ces fac- 
teurs, P^*, sont les inverses de grandeurs positives au moins 
égales à l'unité. La série U est donc aussi convergente. 

I 

j (M En s'aidant des lojiarithmcs, on ramène immédiatement la convergence 

d*UD produit infini à celle d'une série, el réciproquement. 

En effet, de la définition de P„, on déduit {^voir n* 105) 

i 

log P„ = log (l -h Wo) -f- log (l + M, ) -f-. . .-f- log (l -+- W„ ., ). 

La question de la convergence du produit P revient à celle de la convergence 
de la série jnant pour terme général Iog(i -f- ti^ ). 
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Inversement, si la série U converge, P,, n'augmente pas indéfi- 
niment. En effet, écrivons 

P„ = (£ 4- Mo). . .(l + "rt-l) 

= H-(ao-+-' . --r- W/l-l)-i- (Mo"1 + - • •)+•••+ ("oWl •• • W/l-l)- 

D'où, en vertu de la formule qui donne le développement en 
série de Texponenlielle réelle 

U* U'* 

2; ni 

Le produit Pw, qui augmente avec n sans dépasser une quantité 
fixe e", tend vers une limite. 

II. On peut modifier rordre des facteurs, sans altérer ni la 
convergence, ni la valeur du produit infini. 

Soit P la valeur d'un produit infini. En en rangeant les 
termes {u) dans un autre ordre (p. ii6), la nouvelle suite de 
termes {v) donne naissance à un produit infini, convergent 
comme le premier, puisque le produit d'un nombre quelconque 
de facteurs de la seconde suite est inférieur à P. Appelons ^JP sa 
limite. Suivant que Ton passe du premier produit au second, ou 
inversement, on a 

^P«<P, ^r^P; P«<a\ p^a\ 

Les deux limites sont bien égales. 

81. Produits absolument convergents, — Supposons les 
termes u,i quelconques, réels ou imaginaires. Le produit infini^ 
qui a pour facteur i + ;/,,, est dit absolument convergent, lorsque 

la série ^//« converge absolument. Désormais, nous nous occu- 
perons des produits absolument convergents, à l'exclusion des 
produits semi-convergents (*). 



(') Voici un théorème, dû à Caiichy, relatif aux produits scmi-convergcnls à 
trrmcs réels. 

Lorsque la série à termes réels ^ u^ est semi-con^'crgerUe. le produit ayatU 
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Un produit infini absolument convergent a une limite (*). 

En effet, la convergence de la série ^ | ^/i | entraîne celle du 

produit infini de terme général i -h | ««1 (p. i44) • ^oxX. P'ia valeur 
de ce produit auxiliaire. La comparaison des produits limités 

P|.=»(I-^- wo). . .(1+ tt»-t)> P;*= (1-4- I ttol). . .(i ■+• I «/i-iD, 

donne 

et de même, m désignant un nouvel entier 

|p«-p«uip;„-p;i. 

Le second membre tendant vers o, il en de même du premier^ 

Dans les séries absolument convergentes, on retrouvait quelques 
propriétés des sommes : de même, les produits absolument con- 



pour facteur i + u^est semi-œnvergent ou diverge en ayant zéro pour limite, 
suivant que la série ^ u\ est convergente ou divergente. 

Cauchy le démontre, en remarquant que le développement en série de chaque 
logarithme permet d'écrire 

log(l -h B„) +...-H l0g(l -♦- U^^^) = (M,-f-...-t- U„^y) ~ ^ (Mi-4-...-+- U%^p) (l 4- «), 

c tendant vers zéro. 

Exemple. — Des deux séries 

III II 

v/ï >/3 /4 2 3' 

la première est semi-convergente et la seconde diverge; aussi le produit 

diverge et tend vers zéro. {Cf. aussi Weierbtrass, Œuvres, t. I, p, 176; PRINO- 
8HBI11, M. A., t. XLIV, p. 41 3.) 

(') Pour affirmer que cette limite est différente de zéro, il faut supposer de 
plus que pour tous les termes on a 

\i-hu„\>k>o, 

a6n qu'aucun des facteurs du produit ne soit nul. Quand cette inégalité n'est pas 
vérifiée dès le début, comme elle est toujours vraie à partir d'un certain rang, on 
peut séparer le produit en deux autres, dont l'un aura une limite différente de o. 

F.- 10 
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vergents sodI assimilables à cerlains poinls de vue aux produits 
d'un nombre limité de facteurs (*). 

1** La limite d'un produit est indépendante de V ordre des 
facteurs. 

2® Pour que le produit soit nul, il faut et il suffit que Vun 
des facteurs soit nul, 

3® On peut remplacer des facteurs en nombre limité par 
leur produit effectué. 

I** Si le produit P, de terme général {i-h Un) converge absolu- 
ment, il en est de même de la série (u). Changeons l'ordre des 
termes de cette série. A la nouvelle série (i') correspond un 
produit infini convergent 9 : donc le produit primitif ne perd 
pas sa convergence lorsqu'on intervertit l'ordre de ses facteurs. 

Sa valeur rHest pas altérée, — En effet, désignons par P' 
et V les limites des produits ayant pour terme général i + 1 f/n| 
et I + I ('/il : elles sont les mêmes (p. i44)- Donc, à tout nombre 
positif donné e correspond un entier N tel que l'on ait, pour 
toutes les valeurs de m et de n supérieures à N, 

|p;;i--$;*i<Ê. 

Mais en supposant m assez grand pour que tous les facteurs 
de Ç), figurent dans PJ„, on a aussi 



On en conclut 

IPm- *«!<£, 

ou bien, en faisant grandir indéfiniment d'abord m, puis /z. 



( ' ) C/. Tannert et MoLK, Éléments de la théorie des fonctions elliptiques, 
l. I, p. 9 et iig. 

(') La réciproque est vraie : Pour qu'un produit converge et ne change pas 
de valeur quel que soit l'ordre de ses facteurs, il doit converger absolument. 

Voici un exemple de série semi-convergente à laquelle ne correspond pas de 

produit convergent. Soit ^ «„ une série divergente dont tous les termes ont 
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2° Â partir d'un certain rang, on a toujours | i//i| <I ij puisque 
les termes (u) tendent vers zéro. Ne nous occupons, dans le pro- 
duit infini, que du produit P' des facteurs dont les termes satisfont 
à cette condition : les autres sont en nombre fini et peuvent être 
groupés à part dans un produit P^. Je dis que le produit P' n'est 
pas nul. 

En efTet, on peut écrire 

1 = (. — ^)(i — ^)...(. — 5ï^î=i-). 

La convergence de la série Tl | <^a | entraîne celle de la 
série \^ ^^— > puisque le rapport des modules des termes 

correspondants a pour limite l'unité. Donc le produit infini ^57 

n'augmente pas indéfiniment : P' ne tend pas vers o. 

Revenons au produit P'P : pour qu'il soit nul, il faut et il 
suffît que, l'on ait P'= o, c'est-à-dire que l'un des facteurs de P' 
et dès lors du produit infini P soit nul. 

3® Cette troisième partie est évidente pour les séries à termes 
tous positifs; on y ramène assez aisément le cas général. 

82. Produits uniformément convergents. — Supposons que 
les termes Un dépendent d'une ou de plusieurs variables. Le 
produit infini, de terme général (1 + 2^/1)9 supposé absolument 
convergent en chaque point d'un ensemble et dès lors dans l'en- 
semble, est uniformément convergent dans cet ensemble, lorsqu'à 

même signe et telle que lima„= o; considérons la série 



^iimr2;(v/^)-i;(v/^)l- 

Lr = 17=0 J 



Elle est semi-convergente ; de fait le produit correspondant 



1 
P 



[P P '1 P 

11 = n = J n = 



n*est pas convergent, puisqu'il est égal à zéro ou à l'infini suivant que les termes a, 
sont tous négatifs ou tous positifs. 
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tout nombre positif donné e on peut faire correspondre un entier 
positif^^ra N tel que l'on ait dans tout Tensemble 

|P-P„|<E (n>N). 
Revenons à la série auxiliaire 

Dans tout ensemble où P converge, elle est elle-même conver- 
gente (p. i43). Si elle converge uniformément, il en est de même 
du produit P, puisque le produit et la série ont même limite. 

En particulier, lorsque dans un ensemble un produit infini a 
ses termes continus et converge uniformément, il déGnit une fonc- 
tion continue dans Tensemble (p. 124). 

Voici deux remarques utiles pour établir par comparaison la 
convergence uniforme d'un produit infini : 

I® Un produit infini converge absolument et uniformément 
dans un ensemble, sHl existe une série numérique convergente , 
à termes an positifs ou nulsy telle que dans l'ensemble on 
ait I Un\%an' 

Fsïi eflTet, cette hypothèse entraîne d'abord la convergence 
absolue de la série (u), et dès lors celle du produit infini con- 
sidéré. Il suffîl ensuite de comparer ce produit au produit numé- 
rique convergent de terme général i 4- a«, pour en déduire Funi- 
formité de la convergence. 

2° Un produit infini P converge absolument et uniformément 
dans un ensemble, si dans cet ensemble la série T] | W/i | converge 
uniformément et a une somme inférieure à un nombre fixe M. 

En efTet, d'abord le produit P converge absolument. De plus, 
les produits |Pt|, {Psi) •••7 étant tous inférieurs à un nombre 

fixe e"(p. i44)> la convergence uniforme de la série \^|e/«| entraîne 

la convergence et la convergence uniforme de la série 2^ I '^/iP/'l? 
puis celle de la série auxiliaire S, et enfin celle du produit P. 
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§ IV. — SkRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 

Après les séries entières, les développements les plus intéres- 
sants sont fournis par les séries trigonométriques. Elles sont de 
la forme 

<j{x) = - rto-+- rt|Cosj' ■+- a^cosÀX -+-...-♦- anco^nx-h. . . 

2 (xreel). 

-h b i sïn X -h bf s'in 2T -h . . . -^ bfi &in nx -T- . . . 

Au point de vue théorique, elles ont joué un rôle considérable 
dans révolution de l'idée de fonction, soit en aidant à dégager 
cette notion de restrictions qui en diminuaient la généralité, soit 
en appelant l'attention sur l'ineixactitude d'assertions qui pou- 
vaient paraître évidentes et sur les précautions à prendre dans le 
maniement des séries ( * ). 

Dans les applications, leur importance n'est pas moindre, 
comme le montre celte proposition énoncée par Fourier (1807) : 

Une /onction arbitraire, continue ou non, peut être repré- 
sentée dans tout intervalle par une série trigonométrique {^), 

Donnons un rapide historique de cette question de la représen- 
tation des fonctions par des séries trigonométriques ('). 

Elle avait pris naissance au milieu du xviii* siècle, à l'occasion 
de recherches sur les vibrations d'une corde élastique tendue. 



(*) C'est en étudiant des séries trigonométriques qu'Abel vit les lacunes de 
certaines propositions de Cauchy relatives à la continuité (p. i35), signala l'insuf- 
fisance des démonstrations de la théorie des séries et indiqua Torigine de para- 
doxes inexpliqués jusque-là; ce fut à leur occasion que Cauchy précisa ses théo- 
rèmes sur la déHvation et l'intégration des séries. 

(') Par fonction arbitraire, Fourier désigne une fonction qui n'est assujettie 
à aucune loi analytique, c'est-à-dire dont la manière d'être entre deux valeurs 
n'entratne aucune restriction relative à sa détermination entre deux autres valeurs. 
La proposition de Fourier doit être restreinte, comme nous le dirons : toute fonc- 
tion discontinue, et même toute fonction continue (pour ces dernières, cf. du 
Bois-RfiTMOND, M. A.f t. X, p. 443) n'est pas développable en série trigonomé- 
trique. 

(') Il faut lire celui que Ricmann a placé au début de son Mémoire : Sur la 
représentation des fonctions par des séries trigonométriques {Œuvres, p. -.i^d). 
On le complétera par l'essai historique de Saciise, B, D., 1880, p. 4^ et 83. 
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Supposons que la corde en se déplaçant reste dans un plan inva- 
riable, le plan des xy^ et s'écarte peu de sa position d'équilibre, 
l'axe des x : elle est fixée en deux points :r = o, :r = X de cet axe, 
et a sa position initiale définie par une relation y =y(j?). 

On démontre alors qu'au temps t^ les coordonnées de ses points 
vérifient sensiblement une équation de la forme 

(|JL est indépendant de t et, si la corde a une épaisseur uniforme, 
indépendant de x). 

Quelle en est l*intégrale générale? 

Le problème fut résolu d'abord par d'Alemberl (*). Daniel 
Bernoulli (^), utilisant une remarque de Taylor, donna une solu- 
tion de forme toute différente : il montra que l'équation est satis- 
faite par des produits du type 

niiu^ . WKX riTtixt . mzx 

cos — ~— sin— - — f sin — -^ — sin— r — 

A A A A 

et dès lors, puisqu'elle est homogène et linéaire, par des sommes 
en nombre arbitraire d'expressions de cette nature. Il fut ainsi 
amené à prendre comme intégrale générale la série 



os 

V' / niiiit , . mziitX . 71" 

y = ^ f «« cos -y— -+- an sin "^ j sin — 



Pour ^= o, cette formule devait donner l'équation de la corde 
dans sa position initiale. Cette position était arbitraire : une fonc- 
tion arbitraire pouvait donc être représentée par une série trigo- 
nométrique. 

De là une longue discussion entre d'Alembert, Euler, D. Ber- 



i^) Afémoires de l*Ac, de Berlin (1747)*— ^oir aussi un Mémoire d'Euler, 

1748. 
(^) Mémoires de VAc, de Berlin (1753) : « . . . Les calculs de MM. d'Alembert 

cl Euleri qui renferment certainement tout ce que l'Analyse peut avoir de plus 

profond et de plus sublime . . ., montrent en même temps qu'une analyse abstraite, 

qu'on. écoute sans aucun examen synthétique de la question proposée, est sujette 

à nous surprendre plutôt qu'à nous éclairer ... (p. i'|8). » 
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noulli (*) et plus tard Lagrange. Elle ne pouvait aboutir, à cause 
des idées trop étroites que Ton avait sur la nature des fonctions. 
On les voyait définies géométriquement par des arcs continus de 
courbes; si l'on en considérait d'autres, s'interrompant brusque- 
ment en un point et continuées par de nouveaux arcs, on les regar- 
dait comme représentant non pas une fonction proprement dite, 
maïs des parties de fonctions distinctes. Dès lors, on ne pouvait 
imaginer qu'un développement analytique unique fût capable de 
représenter ce qui apparaissait comme l'ensemble de fonctions 
dîfTérentes; qu'une série trigonométrique, transcendante pério- 
dique, servît à exprimer une fonction non périodique. 

Jetée dans un milieu si mal préparé, l'assertion de Fourier 
devait provoquer un grand étonnement. Dans son Mémoire si 
hardi, il énonçait le théorème général rappelé au début et en 
déduisait ce corollaire : Un développement unique peut dans 
un intervalle représenter diverses fonctions. 

Ainsi, soient n fonctions cp, (j?), 72 (^)? • • • ) chacune continues 
dans un intervalle (aX), et une fonction f{x) égale respective- 
ment à Oi(x), ?2('2?), ..., dans les intervalles (a^), (py), .«., 
(*< ? <Y • • •) • ^"^ seule série trigonométrique représentera, 
dans l'intervalle (aX), la fonction discontinue /"(a:) et, par suite, 
les fonctions distinctes ^, (:r), f 2(^), .... 

De plus, Euler (1777) et Fourier (1807) (^) montrent que les 
coefficients an-, bn de la série or sont calculables au moyen d'inté- 
grales qui conservent un sens, même quand la fonction est dis- 
continue. 

Admettons la possibilité de la représentation d* une fonction 



(') D'Alembert, Eulcr, Lagrange s'accordaient à ne pas regarder la solution 
de BernouUi comme la plus générale. Une des raisons données par Euler, dans sa 
réponse à Bernoulli, c'est qu'une fonction arbitraire ne peut être représentée par 
une série trigonométrique. « Concevons qvùon ait donné à la corde, avant que 
de la relâcher, une figure qui n* est pas comprise dans l'équation 

IZX ft . 2'RX 

V = a sin h p sin h ... » 

•^ a ^ a 

{Mémoires de VAc. de Berlin j 1753, p. 199). 

(*) Euler, IVova Acta Acad. Sci. Petrop., t. XI, p. 94 ; '798- — Fourier, 
Œuvres, t. I, p. 208. On appelle séries de Fourier les séries trigonométriques 
dont les coefficients sont exprimés par les intégrales ci-contre. 
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donnée f{x) par une série uniformément convergente, du 
type (i). — Ramenons l'intervalle (aX) à l'intervalle (— tc, -n), 

en posant 

^ __ (X — a)ar-h(X ->- tt)it 



ITZ 



Ç étant la variable dans l'intervalle (aX), et x la variable nouvelle. 
Si l'on multiplie les deux membres de l'égalité (i) successivement 
par cospx etsin/?x, et si Ton intégre la série entre les limites — tc 
et « (p. 125), il vient 

^p^" " / f{sc)cospxdx^ bp= - I /{x) sinpx tlop', 
car, des trois intégrales 

yrilï r»1C >,1C 

/ cosnx cospx dXf j sinnx sin pxdx, 1 sinnxcospxdx, 

les deux premières sont égales à o pour n ^/7, à n pour n =;=/> ; et 
la dernière est toujours nulle. 

84. Il restait à traiter le problème fondamental laissé inachevé 
par Fourier, c^lui de la convergence des développements et de 
leur convergence uniforme (*). Ce fut l'œuvre de Dirichlet 
(1829) : il prouva leur convergence dans le cas où les conditions 
suivantes (qui ont gardé le nom de conditions de Dirichlet) sont 
satisfaites (^) : 

I** La fonction à développer est finie et uniforme; 

2** Elle rtHa pas un nombre infini de discontinuités; et aux 
points de discontinuité elle converge vers la moyenne des 
deux valeurs limites de la fonction prises de part et d* autre 
de ce point; 



(*) Comme nous ne parlons dans cet Ouvrage qu'incidemment des fonctions 
non analytiques, nous ne démontrerons pas les théorèmes que nous énoncerons. 
— Cf. Picard, Analyse, t. I^.Chap. IX. 

(') Lejbune-Dirichlbt, Sur la convergence des séries trigonométriques qui 
servent à représenter une fonction arbitraire entre des limites données ( /. de 
Crelle, t. 4, p. 157). Ce fut à cette occasion que Dirichlet commença à s'occuper 
des séries absolument convergentes ; car la convergence des séries de Fourier est 
due en général aux variations de signes que présentent les termes. 
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3° Elle n*a pas un nombre infini de maxima et de mi- 
nima{^). 

Ainsi, soit à développer en série de Fourier la fonction égale à 

7» — T' 7» ••• suivant que x est compris entre o et tï, it et 2it, 
4 4 4 ^ *^ 

27t et 3it, . . . , et égale à zéro pour les valeurs de séparation 

(o, TC, 2TZj • . .). 

Cette fonction satisfait aux conditions de Dirichlet; en calcu- 

Fig- '9- 
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lant les coefficients de son développement par les formules don- 
nées plus haut, on a pour son expression 



sinxH- -sin3ar-4- ^sin5iF-H 

6 3 



Les figures ci-dessus représentent la fonction elle-même (elle est 
indiquée par un gros trait) et celles que l'on obtient en prenant 



{}) Par exemple, la fonction continue «rsin— a une infinité de maxima et de 
miaima dans le voisinage de or = o. 
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dans la série de Fourier correspondante un, deux, trois ou 
quatre ternies (elles sont tracées en pointillé) (*). 

Ces conditions de Dirichlet étaient larges et se trouvaient 
vérifiées pour les fonctions que l'on rencontre habituellement en 
Physique mathématique : on avait donc là un précieux secours 
pour les applications. Mais les séries trigonomé triques pouvaient 
être utilisées dans d'autres branches, par exemple dans la Théorie 
des nombres. En toute hypothèse, c'était résoudre une question 
intimement liée à celle de la nature des fonctions, que d'élucider 
les cas laissés de côté par le grand géomètre. 

Riemann se livra à cet examen. Les coefficients des séries de 
Fourier étant représentés par des intégrales, il commença par 
approfondir la notion d'intégrale définie, ce qui le conduisit à la 
distinction entre les fonctions intégrables et non intégrables 
(n^ 161); il revint sur la question de la continuité, et donna des 
exemples de fonctions qui, dans un intervalle aussi petit que l'on 
veut, sont discontinues un nombre infini de fois (p. 38). Mais 
pour avancer dans la solution il dut modifier la manière de poser 
le problème, et il se préoccupa de la recherche des conditions 
nécessaires pour la convergence. 

Ces conditions nécessaires n'ont pas encore été trouvées; mais 
on a étendu les conditions suffisantes de Dirichlet en montrant 
que dans certains cas la série converge, alors même que la fonc- 
tion a une infinité de maxima(^), ou devient infinie ('). 



(^) Cet exemple et des exemples analogues se trouvent dans Byerly, An ele- 
mentary treatise on Fourier's séries, etc. (Boston, iSgS). 

( ' ) LiPSGHiTZ, De explicatione, per séries trigonometricas insUtuenda, /une- 
tionum unius variabilis arbitrarium, et prœcipue earum guœ per variabilis 
spatium finituni valorum maximorum et minimorum numerum habent infi- 
nitum, disquisitio (/. de Crelle, t. 63, p. 296). Il s'occupe donc spécialement du 
cas, à peu près laissé de côté par Dirichlet, où dans l'intervalle (— r, -mc) la 
fonctioni tout en satisfaisant aux autres conditions de Dirichlet, a ua nombre 
infini de maxima. Une condition suffisante pour que la série de Fourier relative 
À une pareille fonction ç(â?) converge peut être traduite par l'inégalité 

lo(x-f-S) — 9(x)|<A-5-, 

où A: est une constante fixe, a un exposant positif, 8 un nombre suffisamment 
petit et X l'une quelconque des valeurs dans le voisinage de laquelle la fonction 9 
a une infinité de maxima et de minima {voir le Mémoire, p. 3o8). Du reste, le 
rôle du théorème de M. Lipschitz est plus vaste {cf. Mittao-Leppler, A, M,, 
t. XXIV, p. a3o). 
(') C/. aussi Jordan, Sur la série de Fourier (C. /?., 1881, i" semestre. 
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Quant à l'uniformité de la convergence, elle ne peut exister 
dans une région comprenant un point de discontinuité (p. ia4)î 
dans tout autre intervalle, les séries de Fourier convergent uni- 
formément ('). 

Enfin, en s'appuyant sur une proposition de Riemann, M. Cantor 
a prouvé que deux séries trigonométriques qui, dans un inter- 
valle d'amplitude an, convergent et ont même somme ont aussi 
mêmes coefficients (^^, Cette propriété subsiste, si l'on renonce 
soit à la convergence, soit à l'égalité des sommes, pour un nombre 
Gni de valeurs de x^ ou même une infinité de valeurs ('). Ainsi, 
dans ces conditions, une fonction ne peut être développée, dans 
un intervalle d'amplitude 217, que d'a/ie seule manière en série 
trigonométrique : de là une analogie avec les développements en 
série entière (*). 

p. aaS). — Du Bois-Reymond, Sur les formules de représentation des fonctions 
{€. li., i88i, i* semestre, p. giS et 962). — Bonnet, B. D,, 1879, p. 343 et 480. 
— Harnack, B. D.y 1882, p. 242. — ScnwARZ, /. de Crelle, t. 74, p. 228. — Dini, 
Série di Fourier (Pisa, 1880). — VVbierstrass, Sur la possibilité d*une repré- 
sentation analytique des fonctions dites arbitraires d*une variable i^elle 
(traduction Laugel, /. M, y 1886). 

(') Caucby a essayé de donner une méthode générale pour représenter des 
fonctions d'une ou plusieurs variables par des séries dont les termes soient des 
fonctions de même espèce {Œuvres, 2* série, t. VII, p. 366): il l'a appliquée aux 
développements en séries d'exponentielles, de sinus, de cosinus, etc. (t. VII, 
p. 393). — Cf. aussi Picard, Analyse, t. II, p. 167. 

(') Cf. Cantor, /. de Crelle, t. 72, p. 139. — Picard, Analyse, 2* édit., t. I, 
p. 265. — Harnagk, b. D., 1882, p. 265. 

(') Cf. Cantor, /. de Crelle, t. 73, p. 294; A. M., t. II, p. 336. — D'une ma- 
nière précise, on peut exclure de l'intervalle des points formant un ensemble de 
première espèce d'ordre n, c'est-à-dire un ensemble dont ,1e dérivé d'ordre n 
se réduit à un nombre limité de points {voir p. 22). 

(*) La série 

2f sino? — -sin2a?-t- -sin3â7 — ^sin4a? -f-.. . ] 

est la seule série trigonométrique qui représente x dans l'intervalle ( — i:, ic ) ; cffiins 
une partie de cet intervalle, x a une infinité de représentations. Ainsi des séries 

-(sina?— ^sin3a:-i- TôSinSa?— ... ), 
ic\ 3- 5* / 

-[sina sina? -h ^sin3a sin3a: -f- -^ sinSasinSa? -I- . . . J, 

la première défînit une fonction égale à x dans l'intervalle ( -9 -h et à o dans 

les intervalles ( — 11, )> ( - > ?:); la seconde, une fonction égale à ;r (de o à a), 

à a (de aàic — a), àr — x (de -ï: — a à -). 
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Plus tard, les séries trigouométriques se présenteront dans les 
applications du théorème de Laurent, les développements d'après 
Jacobi des fonctions elliptiques, etc. Mais là leur convergence 
résultera des principes généraux relatifs aux séries de variables 
complexes : on n'aura pas à invoquer les théorèmes sur le dévelop- 
pement des fonctions arbitraires de variables réelles. 

§ V. — SÉRIES DIVERGENTES. 

85. Les séries divergentes, par leur nature même, ne repré- 
sentent pas de grandeur définie. Est-il néanmoins impossible de 
les utiliser pour l'introduction de fonctions bien déterminées et 
de leur faire jouer un rôle dans les recherches analytiques? 

Grâce à elles, d'illustres géomètres, par exemple Euler, ob- 
tinrent d'importants résultats (*). 

I** Lorsqu'une série numérique oscillante se présentait d'elle- 
môme dans les calculs (et n'avait pas été construite artificielle- 
ment), une moyenne de sommes successives de termes était 
regardée comme la valeur de la série; 

2** Lorsqu'une fonction réelle continue /(:r) était représentée 
dans un intervalle (a6), b exclus, par une série convergente s{x)^ 
cette série était employée pour calculer la fonction en b et au 
delà de b. 

Ce procédé manquait évidemment de rigueur. Même quand la 



(') Parmi les anciens géomètres hostiles k l'emploi des séries divergentes, on 
peut citer Varignon, N. Bernoulli, d'Alembert. a Les raisonnements fondés sur 
les séries qui ne sont pas convergentes... me paraîtront très suspects, même 
quand les résultats s'accorderaient avec des vérités connues d'ailleurs » (d'Alem- 
bert, Opusc. math., t. V, S.; 1768). 

De fait, les raisons alléguées n'étaient guère concluantes. Par exemple, Leibniz 
écrit à Christian Wolfius : « Quœris a me, vir celeberrime, quid de quœstione sen- 

tiam utrum i — 1 + i — i + . . . in infinitum sit -?. . . Cum séries est infinita, 

. . . evanescente natura nurneri, evanescit etiam paris aut imparis assignibi- 
litas; et cum, ratio nulla sit pro paritate ma gis aut imparitate adeoque pro 
prodeunte o magis quam i, fit admirabili naturœ ingenio ut transita a 
finito ad infinitum simul fiât transitus a disjunctivo {jam cessante) ad ununi 
{quod superest) positivum, inter disjunctiva médium.. .. Hoc argumentandi 
genus, etsi metaphysicum magis quam matfiematicum videatur , tamen 
firmum est.., » {Acta Erud. Lipsiœ, SuppL, t. V, p. 269; i7i3). 

La proposition de M. Probcnius énoncée plus loin justifie la méthode des 
moyennes cmplovéc par Leibniz et Eu 1er. 
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série s(x) esl convergente en b on ignore si en ce point elle repré- 
sente encore la fonction /(a?) (p. 124 et i35). A fortiori que 
peut-on affirmer de celte série dans les régions où elle diverge et 
des séries à termes variables toujours divergentes? Aussi est-ce 
à bon droit que Gauss, Abel et Cauchy en firent abandonner 
l'emploi (*). 

Cauchy et Abel se proposaient néanmoins de rechercher pour- 
quoi, en fait, ces séries avaient conduit à des résultats exacts (^). 
Ne pouvait-on reprendre leur étude sur de nouvelles bases, et les 
utiliser, en toute rigueur cette fois, dans la théorie des fonctions? 



(*) Au début, Cauchy s'en excuse presque : « J'ai cru devoir rejeter les déve- 
loppements de fonctions en séries infinies, toutes les fois que les séries obtenues ne 
sont pas convergentes. . . Malgré tout le respect que commande une si grande au- 
torité (celle de Lagrange), la plupart des géomètres s'accordent maintenant à re- 
connaître l'incertitude des résultats auxquels on peut être conduit par l'emploi 
des séries divergentes. . . » {Bésumé des leçons données à l'École Polytechnique. 
Avertissement. Œuvres, 2* série, t. IV). 

« Quant aux méthodes, j'ai cherché à leur donner toute la rigueur qu'on exige 
en Géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées de la généralité 
de l'Algèbre. Les raisons de cette espèce, quoique assez communément admises, 
surtout dans le passage des séries convergentes aux séries divergentes..., ne peu- 
vent être considérées, ce me semble, que comme des inductions propres à faire 
pressentir quelquefois la vérité, mais qui s'accordent peu avec l'exactitude si 
vantée des sciences mathématiques... (Cauchy, Analyse algébrique. PréfsLce. 
Œuvres j 2* série, t. III, p. 11). 

« Les séries divergentes sont, en général, quelque chose de bien fatal, et c'est 
une honte qu'on ose y fonder une démonstration. On peut démontrer tout ce que 
l'on veut en les employant^ et ce sont elles qui ont fait tant de malheurs et 
enfanté tant de paradoxes. Peut-on imaginer rien de plus horrible que de débiter 

o = 1 — 2" 4-3"— 4"-+-...? 

»... Enfin mes yeux se sont dessillés d'une manière bien frappante, car, à 
l'exception des cas les plus simples, il ne se trouve dans les Mathématiques 
presque aucune série infinie dont la somme soit déterminée d'une manière rigou- 
reuse, c'est-à-dire que la partie la plus essentielle des Mathématiques est sans 
fondement... » (Lettre d'Abel à Holmboe, 1826. Œuvres, t. II, p. 256). 

(') « Pour la plus grande partie, les résultats sont justes, il est vrai, mais c'est 
là une chose bien étrange : je m'occupe à en chercher la raison » (Abel, loc. cit.). 

Cauchy revint sur la question, soit en s'occupant du problème connexe relatif 
aux intégrales définies dépourvues de sens, soit dans des études directes, par 
exemple à propos de la série de Stirling {Œuvres, i" série, t. VIII, p. 18. — 
C. /?., 1843). 

« ... Le paradoxe disparaît si l'on songe à la diiïérencc profonde entre les séries 
naturelles, auxquelles conduisent les problèmes simples, et les séries fabriquées 
artificiellement » ( Boiiel, A. E. A'., 1899, p. 5i). 
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86. Voici renoncé du problème : 

A une série divergente donnée^ on propose de faire corres- 
pondre une expression analytique telle que la substitution de 
cette expression à la série conduise, en sauvegardant le prin- 
cipe de la permanence des formes opératoires (*), « des résul- 
tats rigoureusement ou approximativement exacts. 

Des tentatives ont été faites dans diverses directions. 

A des fonctions quMl s^agit d'étudier pour des valeurs très 
grandes de la variable (^), M. Poincaré fait correspondre des 
séries divergentes telles que la somme de leurs n premiers termes 
donne la valeur de la fonction, pour ces valeurs de la variable. 



( * ) On utilise fréquemment ce principe ( Hanebl, Vorlesungen ûber complexe 
Zahlen) : par exemple on Ta appliqué en inventant les racines imaginaires. Ici 
l'on cherchera des expressions pouvant être traitées comme des séries conver- 
gentes, au point de vue de la multiplication, de l'intégration, de la dérivation ; 
une série uniformément sommable de fonctions continues (ou holomorphcs) devra 
être continue (ou bolomorphe), etc. 

Cf. BoRBL, Leçons sur les séries divergentes. Ses travaux (/. Af., i8g6; 
A. E. N.y 1899; C. R.f 1895 à 1900) y sont développés et complétés. — Voir aussi 
Servant, A. T., 1899, et surtout Le Roy, A. T., 1900. 

Les recherches sur les séries divergentes sont naturellement reliées aux pro- 
blèmes de prolongement analytique ou non analytique; aussi la lecture du Cha*- 
pitre V doit-elle accompagner celle de ce paragraphe. 

(') Soit /(a?) une pareille fonction, et s^{x) la somme des n-\-\ premiers 

termes d'une série divergente s du type a^H î h — | -f-..., dont les éléments, 

X x> 

si x est très grand, diminuent d*abord rapidement pour croître ensuite au delà 
de toute limite. Supposons qu'il soit possible de déterminer les coefficients a de 
telle sorte que l'on ait, pour x infini, 

\x'^[f{x)-s,{x)\\<t, 

t étant un nombre très petit donné à l'avance. 

L'erreur commise en substituant s^{x) à f{x) n'atteint pas ta?-"; pour les 
valeurs considérées, elle est donc très petite : la somme s^{x) des n-h i premiers 
termes de la série asymptotique s représente asymptotiquement la fonction. 

Les coefficients a de ces séries sont définis par les égalités 

a,= \xmx^\f(x)-a,-^-...-^^ (i = o,., ...)■ 
xsM L ^ x* w 

On peut opérer sur ces séries comme sur des séries convergentes lorsqu'il s'agit 
de les multiplier et, par suite, de les élever à des puissances entières, de les substi- 
tuer dans des séries entières convergentes, de les intégrer terme par terme ( il 
n'est pas permis de les diflérentier). Ainsi, le produit de deux fonctions, représen- 
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avec telle approximation que l'on veut. On peut dire que de 
pareilles sommes représentent asjmptotiquement la fonction : 
de là le nom de séries asymptotiques donné aux séries qui les 
fournissent. 

Stieltjes (*) et M. Padé (*) utilisent \es fractions continues. 
A une série divergente on peut faire correspondre une fraction 
continue convergente dont la somme définit une fonction analy- 
tique : c'est cette fonction que Ton substitue à la série. 

Les fractions continues sont, dans les calculs, d'un maniement 



tées chacune par une série asyraptolique, est représenté par ]a série asyraptotique 
produit des séries considérées. 
Comme exemple, on peut citer la série de Stirling 



- log ( 2 iî ) -f- ( a: 4- - j loga: — x 



i.a œ 3.4 a:' 5.6 x^ 



où les coefficients B désignent les nombres de Bernoulli. Cette série, toujours 
divergente, représente asymptotiquement logr(â; + i), et par suite, si Ton s^ar- 
réte au plus petit terme, peut servir à calculer la fonction eulérienne pour des 
valeurs de x très grandes, avec une approximation qui croit avec x {cf. Poingarr, 
A, M., t. VIII, p. agô; Méthodes de la Mécanique céleste, t. II, p. 2). 

En même temps que M. Poincaré, Stieltjes s'est occupé des séries asymptotiques 
sous le nom de séries semi'Conver génies {Thèse, A. E. N., 1886). 

Les séries asymptotiques (divergentes) rentrent dans celles que les astronomes 
regardent comme convergentes. C'est que les astronomes et les géomètres pren- 
nent les mots dans des sens diflérents : les premiers envisagent les applications, les 
autres des définitions rigoureuses. Par exemple, soient les séries ayant pour terme 

général 

iGoo" n ! 

et 



n ! 1 000" 

Pour les géomètres, la première converge, la seconde diverge. Pour les astro- 
nomes, la première diverge parce que ses mille premiers termes vont en croissant; 
la seconde converge, parce que ses mille premiers termes décroissent, et décrois- 
sent d'abord rapidement (Poincaré, loc. cit.). 

(«) Cf. Stieltjes, A. T., 1894 et 1896. 

( » ) Voici le point de départ de M. Padé ( Tfièsê, A. E. N., 189a. S.; A. M., t. XVIII, 
p. 97): I* Laguerre a établi qu'à une série entière divergente peut correspondre une 
fraction continue simple convergente (n*93). Réciproquement, Halphen a montré 
qu'une fraction continue simple pouvait diverger, alors que la série correspon- 
dante était convergente. 2<* D'une série entière se déduisent une infinité de frac- 
tions continues telles que, réciproquement, chaque fraction continue détermine 
complètement Tensemble des fractions restantes et les coefficients de la série pri- 
mitive. Si, parmi ces fractions continues, il y en a qui convergent en même temps 
que la série entière, leur limite coïncide avec la somme de la série. S'il y en a 
qui convergent en des points où la série diverge, elles peuvent définir en ces 
points la somme de la série divergente. 
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incommode : aussi Stieltjes, sans s'j arrêter, ne les prend que 
comme un intermédiaire le conduisant à des intégrales définies, 
qui finalement remplacent la série divergente. 

Ce sont aussi des intégrales définies qu'introduit M. Le Roy. 

Ici, disons un mot des recherches de M. Borel : elles ont pour 
point de départ la généralisation des notions de limite et de 
somme. 

87. Considérons une suite infinie divergente Uoj m<, ..., 
Un, ... de grandeurs réelles : elle n'a pas de limite. Pour arriver 
à lui en assigner une, étudions la limite d'une moyenne entre les 
valeurs des éléments de la suite, c'est-à-dire une expression de la 
forme 

Co Mo -+- Cl Ml -H . . . H- C„ Wfl -*- . . . 

(l) ; ; > 

les coefficients c désignant des nombres réels non négatifs conve- 
nablement choisis. 

On les déterminera de façon à avoir au numérateur et au déno- 
minateur delà fraction (i) des séries convergentes; sinon on se- 
rait ramené à un problème analogue à celui que l'on veut traiter. 

Du reste, dans les cas où ii y a intérêt à généraliser la notion 
de limite, les nombres \u,i \ augmentent rapidement avec n : on 
choisira donc des nombres Cn à décroissance rapide. 

Prenons c^ = — » ce qui donne pour dénominateur de la frac- 

tion (i) une fonction entière e^. Supposons que le numérateur 

a*» 

u{a) =: Uq-\- Uia ■^. . .-h Un — ï -h. . . 

n ! 

converge aussi pour toute valeur de a : cette série u(a) s'appellera 
fonction entière associée à la suite (u). 

Dans ces conditions, si l'expression e~^ u(a) a une limite pour 
a infini, cette limite sera par définition la limite généralisée de 
la suite (u). 

Regardons les éléments u comme les termes d'une série, ce 
qui revient à considérer la suite 
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La série {u) était convergente, lorsque la suite {s) avait une 
limite 5, et cette limite représentait la somme de la série. On dira 
que la série (u) est sommable quand la suite {s) aura une limite 
généralisée Sg, et cette limite 



^/r 



= lim I e-^lso-hsi — h...-h *« — j H-...] 1 = lim [e-^s{a)] 



sera la somme généralisée de la série sommable. 

Avant de justifier cette définition (^), en montrant Tintérét des 
séries sommables, faisons quelques remarques sur les limites 
généralisées. 

88. i^ Si à partir d^un certain rang les termes d*une suite {u) 
sont nuls, la fonction entière associée u (a) se réduit à un poly- 
nôme; dès lors la suite a une limite généralisée nulle. 

Si deux suites ont pour limites généralisées respectives deux 
nombres / et /', la suite formée en ajoutant terme à terme les élé- 
ments des deux suites a pour limite généralisée /-{- /'. 

De la juxtaposition de ces remarques on conclut que la limite 
généralisée d'une suite n^estpas altérée, lorsqu'on change la valeur 
d'un nombre limité de termes de la suite, et en particulier quand 
on les remplace par zéro. 

2^ Une suite de termes (5), qui a une limite, a aussi une limite 
généralisée^ et les valeurs des deux limites sont les mêmes. 

La première partie se démontre aisément. Pour établir la 
seconde, on prouve que plus généralement, si les sommes Sn sont 
comprises, à partir d'un certain rang, entre deux nombres /> et q^ 
la limite généralisée, si elle existe, est comprise enirep et q. 

(') Soit une série entière à termes réels divergente au point 1. M. Probenius 
considérait, comme M. Cesàt-o (p. i3o), la moyenne 



* n-hi 



M« = 2««^* j; 



il justifiait cette introduction en montrant que si, au point i* 9« a une limite v, la 
série est convergente, c'est-à-dire a une somme /(ar), dans l'intervalle (—1, -Hi) 
(limites exclues), et cette timite a est ta limite vers laquelte tend /{a:), quand 
œ tend vers i (J.de Cretle, t. 89, p. 263). 

C'est cette extension de la définition de somme d'une série, déjà élargie par 
M. HOlder {M. A., t. XX, p. 535), que M. Borel généralise. 

F. II 
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Soîl, pour fixer les-idées, q> p>o, Lorsqu^on remplace par/; 
tous les termes de la suite (^), la limite généralisée, si elle existe, 
ne peut augmenter; du reste, par cette substitution elle devient 
égale à p, La limite généralisée n'est donc pas inférieure à/?, et 
n'est pas supérieure à q : dès lors, elle est comprise entre p et q* 

On en déduit que la somme d'une série conçergente, et la 
somme généralisée de cette série, envisagée comme série som- 
mable, sont les mêmes. 

89. La somme généralisée Sg d^me série {u) peut être mise 
sous forme d'intégrale. En ellet, on a d'abord 



d 
^ [«"*«(«)] = c-«[5'(a) — 5(a)] = e-«Mi(a), 



en posant 



Mj(a) = s {a) — i(a) = W|H — «jH-. . .H f Um-i-h. . .. 

On en déduit 

car 

[e-«5(a)]a=o= «0* 

Intégrons par parties; il vient : 



^g 



— 1*0.= I c-« / ui(a)eifa| -+- / c-« I / U\{a)da\da, 

La partie intégrée est nulle-, m© peut être remplacé par / u^e^^da; 

Ui (a) da n'est autre que u(a) : d'où la formule 

- 

Sg= I e-^u{a)da, 

on la regarde comme la définition pratique de la somme gêné-- 
ralisée de la suite (a) (*). 



(*) M. Le Roy donne une autre déflnition de la série divergente sommable 
(celle de M. Borel en est un cas particulier) : elle revient à faire correspondre à 
"une série une intégrale définie plus maniable qui en représente la somme (^4. T., 
1900, p. 33i et t\i^)' 
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Ainsi, en supposant que les opérations précédentes aient un 
sens, c'est-à-dire que la série u(a) soit une fonction entière, 
dite /onction entière associée à la suite (w), l'intégrale ci-dessus 
sera V intégrale associée à cette suite pour en définir la somme 
généralisée. 

Quand cette intégrale non seulement converge, mais converge 
absolument, on dit que la série (u) est absolument sommable : 
on s'occupe uniquement des séries absolument sommables (*). 

90- La série obtenue en supprimant le premier terme Uo 
d^une série absolument sommable reste absolument sommable ; 
les sommes généralisées des deux séries, différent de «o« 

En effet, la série entière associée à la nouvelle série sera 



1 ni 



Ui -f- 1*1 - 4- ... H ^^ç- a" 4- 



C'est la dérivée de la fonction entière u{a) associée à la série (a) ; 
par suite cette série représente une fonction entière, et les autres 
conditions de sommabilité absolues sont satisfaites (^). 

Désignons par 7^ la somme généralisée de la série obtenue en 
supprimant le terme Uo^ On a 



^e 



= / «-« u'{a)da. 



'0 

L'intégration par parties transforme <Tg en Sg — i/q. 



(') M. Borel entend même par série absolument sommable celle pour laquelle 
les intégrales définies 



/ 



d^u{a) 
da^ 



da (^ = o, I, 2, . .. ) 



ont toutes un sens (C R,, 1900, 1* semestre, p. 83o). 

La définition d'intégrale associée peut être étendue au cas où la série i^(a) a 
seulement un rayon de convergence y^Azt (et ^ o), pourvu que la fonction analytique 
correspondante puisse être prolongée analytiquement le long de l'axe réel et n'ait 
pas de point singulier sur cet axe (Borel, Séries divergentes, p. 99). 

(^) La réciproque est vraie; par suite les séries 

Wo -^ "1 + • • • î Wi + 1*2 -+- • • • 
sont absolument sommables en même temps (Borel, Séries divergentes, ip, ioi)v 
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Répétons celle opération, et enlevons à la série initiale (u), 
ses 2, 3, . . ., w premiers termes. La série obtenue 

reste absolument sommable et a pour somme 

Pour étendre ces définitions aun séries à termes complexes, il 
suffit de considérer la partie réelle et la partie imaginaire. 

91. Sommabilité uniforme. — Soit une suite {s) d'éléments 
dépendant d'une variable complexe z : supposons que dans un 
domaine CO ils soient holomorphes et aient une limite généralisée. 
On dit que la suite {s) tend uniformément dans (D vers sa limite 
généralisée, lorsque pour toute valeur de a la série 



e 



-«(^o-f-a^i-h .. . H j 5rt-H .. . 1 = e-^s{a,z) 



converge uniformément daus CD relativement à ^, et tend unifor- 
mément vers sa limite Sg{z) pour a infini. Dans ce cas, on peut 
faire correspondre à tout nombre positifs un nombre ao, tel que 
Ton ait, dans tout le domaine, 

1 e-«5 (a, z) — Sg{z) I < 6. (a quelconque > a^). 

Si la suite {s) tend uniformément dans CD vers une limite géné- 
ralisée, on dira que la série ({/) est uniformément sommable 
dans (D. 

Cela posé, supposons que la suite (5) tende uniformément dans (D 
vers une limite généralisée ; la série 

2 L^^""***^ *(/i -f- 1 , a) — e-»5(n, *)] = Sg{z)^ Mo, 

qui dans ce domaine a ses éléments holomorphes et converge 
uniformément, a une somme holomorphe (*). 



(1) Une série uniformément convergente dont les éléments sont holomorphes 
est holomorphe (n» 233); c'est ce théorème que Ton invoque et que l'on étend 
aux sommes généralisées. 
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Par suite, si dans un domaine une série a ses éléments holo- 
morphes et est uniformément sommable, sa somme généralisée 
est holomorphe dans le même domaine. 

92. Celle proposition justifie IMntroduction des sommes géné- 
ralisées, au moins pour les séries entières prolongeables (*). 

So\if{z) une fonction holomorphe définie dans un domaine (£) 
d^un seul tenant, et représentée dans une portion S de (D par une 
série 5(3), uniformément convergente dans 8 et ayant ses élé- 
ments homolorphes dans CD. Imaginons que cette série soit uni- 
formément sommable dans (D et appelons Sg{z) sa somme généra- 
lisée dans ce domaine. 

La somme Sg{z) représente f{z) dans tout le domaine (ô. 

En eOet, ces deux fonctions holomorphes dans le domaine dd d'un 
seul tenant, coïncident, dans une région 8, avec la fonction s{z)\ 
dès lors elles sont identiques dans tout le domaine Od (^). 

La somme Sg(^z) permet de prolonger analj^tiquement la fonction 
représentée dans 8 par 5(^). Ainsi ces deux problèmes, prolon- 
gement analytique, sommation des séries divergentes, peuvent 
avoir la même solution. Mais ce cas est le moins intéressant» 
puisqu'alors le résultat obtenu serait fourni par d^aulres mé- 
thodes (^) : en eux-mêmes les problèmes sont distincts. 



(') Le sens à donner à une pareille série, aux points où elle diverge, résulte 
de la notion du prolongement analytique : à ce point de vue, toute méthode de 
prolongement résout incidemment le problème des séries divergentes. 

Si la fonction analytique, définie par une série entière prolongeable, est mul- 
ti/orme, il est naturel de prendre comme valeur de la série en un point de diver- 
gence chacune des valeurs de la fonction analytique. On est ainsi conduit à attri- 
buer en un point, aux séries divergentes comme aux intégrales définies prises le 
long de contour, plusieurs valeurs et même une infinité, par suite à introduire la 
notion de période pour les séries comme pour les intégrales, à faire des coupures 
qui rendent la série uniforme, etc. 

Le domaine de sommabilité d'une série entière prolongeable rendue uniforme 
par des coupures est limité par les côtés d'un polygone dit polygone de sonima- 
bilitéin'* 190). 

(^) Nous nous appuyons sur un théorème qui sera démontré aux n®" 228 et 136. 

(^) Ce cas est aussi en un sens le moins facile, car, si une série entière y. *»'^'* 
a un rayon de convergence fini, la mclh(»de de M. Rorcl, en ramenant le problème 
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En effet, une série entière, dont le ra^on de convergence est 
nul, peut être absolument sommable, bien qu^elle ne définisse pas 
de fonction analytique ('). Inversement, le prolongement analy- 
tique peut être possible, sans que la série servant d'élément 
initial soit absolument sommable. 



FRACTIONS CONTINUES. 



93. Que Ton envisage les séries au point de vue de rapproximation des 
fonctions ou qu'on y cherche un élément analytique servant à leur repré- 
sentation et à l'étude de leurs propriétés, il serait naturel de les rap- 
procher des fractions continues. 

Elles se divisent en deux catégories, suivant que leurs éléments sont 
constants ou variables (') : ces dernières s'appellent /rac/i'o/ix continues 
algébriques» Leur théorie conduit à un algorithme permettant de former 
de proche en proche toutes les réduites, c'est-à-dire les fractions ration- 
nelles obtenues en limitant la suite à un quotient incomplet déterminé. 

La série entière mettait en évidence une suite de polynômes s'ap- 
prochant de plus en plus de la fonction qu'elle définit : la fraction 



" . » a pour résultat : « ... de dilaler 

^ ni '^ 

le cercle de convergence jusqu'à l'infini. Mais cela ne constitue qu'un déplacement 
de difficulté. ... En réalité, on a balayé toutes les singularités, ... et on les a 
condensées à l'infini : il faut ensuite faire une élude aussi difficile que celle du 
prolongement de la fonction donnée, celle de la fonction entière associée aux 
environs de son point essentiel à l'infini. » (Le Roy, A. T., 1900, p. 409O 

La méthode apporte au contraire quelque chose de nouveau, si le rayon de 
convergence est nul : alors, en elTet, la fonction associée a dans des cas étendus 
un rayon de convergence y£/ii. 

(*) On a pu ainsi étudier des équations difi'ércntielles algébriques auxquelles 
des séries deTaylor, à rayon de convergence nul, satisfont formellement (n« 190). 

(') 11 faut se défier de fausses analogies onlrc les théories des fonctions con- 
tinues arithmétiques et algébri(iues. «... Je ne parle pas de Tétrangc confusion 
qui y apparaît entre la théorie du développement d'un nombre irrationnel en 
fraction continue arithmétique, et celui d'une fonction en fraction continue algé- 
brique. Le rapprochement que Ton fait toujours entre ces deux ordres de faits 
est aussi bizarre que le serait l'idée que la théorie des séries entières doit tou- 
jours et nécessairement être précédée de la théorie des fractions décimales. » 
(Padé, a. m., t. XVHI, p. 108.) 
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continue introduit des quotients de polynômes. La propriété essentielle 
de la fraction continue arithmétique est de fournir, par ses réduites, des 
fractions plus approchées d*un nombre irrationnel donné que toute frac- 
tion de termes moindres. De même, une réduite dont le numérateur et 
le dénominateur ont respectivement pour degrés p et q donne, pour 
une fonction développable en série entière, une représentation qui 
coïncide avec la série jusqu'au terme de degré p-k- q inclusive- 
ment ('). 

Jusqu'à Euler (*), les fractions continues n'avaient servi que dans la 
théorie des nombres : il les a appliquées à la représentation des fonc- 
tions. Depuis longtemps, on se servait des séries pour intégrer par 
approximation les équations différentielles : Lagrange (') a établi que 
les intégrales de ces équations pouvaient être développées en fractions 
continues. Abel, Jacobi, Laguerre, Stieltjes, etc. ont appliqué la repré- 
sentalibn des fonctions par des fractions continues à Tétude de leurs pro- 
priétés analytiques (^). 

Ici, il suffira d'indiquer quelques références : nous n'avons pas à déve* 
lopper cette théorie, l'une des plus difficiles de l'Analyse, et qui était 
jusqu'à ces dernières années « une sorte de terra incognita,., dont Is^ 
carte était presque blanche » (*). 



(*) Ces résultats ont été précisés par M. Padé {A. E, N., 1892. S.; A. M., 
t. XVIII). Il insiste sur V indétermination du problèiçe de la réduction d'une 
fonction en fraction continue, ou sur la multipticité des fractions continues de 
divers types relatifs à une même fonction. Les développements différent suivant 
la loi d'après laquelle sont reliés les entiers p tl q '. ceux donnés par Ëuler^ 
Jacobi, Halphen, Stieltjes, etc. correspondent à des hypothèses particulières. 
M. Padé s'occupe spécialement des. fractions continues simples : ce sont celles 
qui ont pour numérateurs partiels des monômes en x, et pour dénominateurs 
des polynômes entiers en œ dont le terme constant n*cst pas nul. 

Cf, aussi : Bbrtrand, Calcul différentiel et intégral, t. I, p. 43o. — Jordan, 
Analyse, a* édit., t. I, p. 368. 

(•^) Euler, Introductio in analysim infinitorum,, t. I, Chap. XVIII (édit, 
de 1797). 

(*) Lagranoe, Œuvres, t. IV, p. Soi. 

(*) Cf, Abel, Œuvres, 1. 1, p. 104. — Jacobi, Œuvres, 1. 1, p. 329, — Riemann, 
Œuvres, trad. Laugcl, p. 369. — Laguerrr, S. 3/., 1879; /. M,, i885, p. i35. — 
Halpben, Fonctions elliptiques, t. Il, p. 675. — - Stieltjes, A. T., 1894 et 1896. 
— RoucHÉ, y. E. P,, 37» Cahier (i838). — Padè, A. E. N., 1899. — Etc. 

(*) PoiNCARÉ, Notice sur Halphen (/. E, P., Go* Cahier; 1890). 
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SECTION II. 

TRANSCENDANTES ÉLÉMENTAffiES. 



9i. Dans cette catégorie, on range certaines fonctions analj* 
tiques simples, prises parmi celles qui ne sont pas racines d'équa- 
tions algébriques, spécialement l'exponentielle. 

Pour les définir, la voie la plus rapide, sinon la plus élémen- 
taire, serait d'écrire les équations différentielles auxquelles elles 
satisfont. 

En partant d'une propriété fonctionnelle, on mettrait en évi- 
dence le lien : i^ entre les trois types de fonctions analytiques 
uniformes admettant un théorème d'addition algébrique : fonc- 
tions rationnelles, trigonométriques, elliptiques; 2** entre les 
fonctions trigonométriques (simplement périodiques) et les fonc- 
tions elliptiques (doublement périodiques). 

C'est ce que nous ferons plus tard : pour l'instant nous avons 
à prendre comme point de départ des séries ou des produits 
infinis. 

Rappelons deux définitions : 

1** Une fonction admet un théorème d* addition algébrique 
lorsque, entre trois valeurs de la fonction correspondant à trois 
valeurs de l'argument dont l'une est la somme des deux autres, il 
existe une relation algébrique à coefficients indépendants de ces 
arguments. 

« 

1^ Une fonction f(z) est périodique, de période w, lorsque 
pour toute valeur de l'argument on a la relation 

Si (0 est période, il en est de même de (ao), [jl désignant un entier 
quelconque. La période est primitive lorsque, en la divisant par 
un entier, on n'obt'ent jamais de nouvelle période de la fonction. 
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Une fonction ajant une seule période primitive est simplement 
périodique. 

§ VI. — L'exponentielle et les fonctions thigonombtbiques. 

9S. Quand la variable est réelle, on définil e* en supposant z 
entier et positif, entier et négatif, fractionnaire, irrationnel. On 
démontre ensuite Tégalité 

I 1.2 n! 

C'est cette formule qui sert de définition à Pexponentielle 
lorsque z est une variable complexe. 

La série (i) converge absolument et uniformément dans tout 
domaine fini. C'est donc une fonction continue; elle a une dé- 
rivée qui s'obtient en faisant la somme des dérivées de ses termes 
et a même valeur que la fonction. Ainsi Pexponentielle est une 
fonction entière transcendante. 

La définition donnée n'implique pas contradiction, puisque la 
fonction e* coïncide, pour les valeurs réelles de ^, avec l'expo- 
nentielle^étudiée dans les éléments. Elle est naturelle; car les pro- 
priétés fonctionnelles de l'exponentielle réelle sont conservées : 
une nouvelle propriété, relative à la périodicité, s'y ajoute. 

On définit de même le sinus et le cosinus parles séries 

(2) s\nz=^z — :rï -^ •••-*-(— 0" : n ■+-••• 

3! (2/1-+-1)! 

(/i = o, I,...), 

(3) cos^=i r -+-...-+-(— i)» rr -*-••• 

2I (î*'*)! 

(et l'on regarde la tangente comme le quotient du sinus par le 
cosinus). 

Ces séries convergent absolument et uniformément dans tout 
domaine fini; elles sont continues ainsi que leurs dérivées : ce 
sont des transcendantes entières (*). 



( ' ) Inter incrementa splendidissima, mathesi per recentiorum labores ad- 
jecta, Iheoria functionum a circulo pendentium procul dubio locum imprimis 
in$ignem tenet. Cui mirabili quantitatum generi, ad quod in disquisitionibus 
maxime helerogeneis sœpissime de/erimur, cujusque subsidio nulla universœ 
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La ôombinaîson des relations (2) et (3) donne 

cos« -4- i sÎD^ = e'^, 
cos J — i s'inz = c-'*. 

On rétrouve ainsi, étendues aux variables complexes, les for* 
mules démontrées par Euler dans le cas des arguments réels 

(4) COS^= J 51113 = : • 

Le sinus est une fonction impaire, le cosinus une fonction paire. 

96. Première propriété : Théorème d^addition algébrique. 
— Son énoncé résulte des égalités 



(5) { co8(>5 -f--«') = COS3 cos^'— sin^ sin «', 

sia (<5 4- ^') = sin z cos j'-+- sin Vcos^. 

Pour démontrer, par exemple, la première, appliquons aux' 

séries e* et e'' la règle de Cauchy (p. 1 28). Le produit a pour terme 

général 

zP , zp-^ z'p i / 

p\ (p — I)! p\ p\^ 

m 

et, par suite, est égal à e*"*"*' ( ' ). 



matkeseos pars carere potest.,. [Gauss, DisqvUsitiones arUhmeticœ {Œuvres, 
t. I, p. 4>2)]* 

Le nom de fonctions circulaires rappelle que sinj; et cosâ; représentent Tab- 
scisse et Tordonnée de l'extrémité d'un arc de cercle de longueur algébrique â;; 
de là leur rôle dans toute question impliquant la considération du cercle. Mais 
cette définition a le grave inconvénient de masquer certains caractères analy* 
tiques de ces fonctions, et surtout leurs relations avccrcxponentielle. C/. Cauchy, 
Leçons sur le calcul différentiel {Œuvres, 2* série, t. IV, p. 4o8); Résumés ana- 
lytiques de Turin {Œuvres^ a» série, t. X, p. i33); Exercices d'Analyse et de 
Physique mathématique, t. III, p. 877 (édit. de ifi^a), t. IV, p. aSa et 27a (édit. 
de 1847). 

(*) Cauchy avait démontré qu'une fonction continue réelle satisfaisant à la 
relation f{x)f{x') = /{x -hx') n'est autre que a' {Œuvres, a» série, t. III, 
p. 106). C'était ouvrir la voie à la définition de Texponentielle par une propriété 
fonctionnelle : une transcendante entière ayant un t/iéorème d'addition du 
type ci-dessus, et coïncidant avec e' pour les valeurs réelles de la variable 
n'est autre que r exponentielle. 
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Corollaires : 

I. Oa en déduit Tégalité (e*)" = e"* pour toute valeur entière 
den. 

II. On a 

On peut donc regarder e* comme une grandeur complexe ayant 
pour module e^ et pour argument y. 

III. La seconde des formules (5) donne 

(6) cos^z H- sin*^ = I. 

Cette relation, associée aux équations (5), montre que le sinus 
et le cosinus ont un théorème d'addition algébrique. 

97. Deuxième propriété : Relations différentielles, — En 
appliquant la règle de dérivation des séries entières, on obtient 
les relations 

(7) Dc«=««, Dsin2 = cos^, Dcos4 = sins. 

98. Troisième propriété : Périodicité, — U exponentielle a 
pour période 2itt; le sinus et le cosinus ont pour période 21t. 

Si l'on suppose démontrée la périodicité des fonctions trigono- 
métriques réelles, le théorème découle des formules d'addition. 
Mais il est intéressant d'obtenir cette propriété, comme toutes les 
autres, sans invoquer de considérations étrangères aux séries. 

Ce procédé exige une définition analytique du nombre 'R(*)* 
Partons de la formule (3). Pour z=:Oy le cosinus est positif, et 
pour 2 = 2, il est négatif. On en conclut que la fonction réelle 
continue cos^ a au moins une racine entre o et 2; si elle en a 
plusieurs, Tune de ces racines est plus petite que les autres, 
puisque les zéros d'une fonction holomorphe sont isolés (p. i4û). 

C^est elle que nous appellerons - • 



(') La définition géométrique de ic n'est pas la meilleure, en ce sens qu'elle 
est seulement l'interprétation d'une des propriétés d'un nombre qui intervient 
dans bien des branches de l'Analyse. 
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Pour a; = -> le sinus a la valeur ± i, d'après la formule (6), 

et même la valeur i. En eflet, pour des valeurs de x positives et 
voisines de zéro, le sinus est positif ainsi que sa dérivée; il reste 
donc positif au moins jusqu^à la plus petite racine de cette 
dérivée. 

La répétition de la formule d'addition donne alors 

sinf^H — ) = cos^, cos(^ -f- - j = — sin«, 

siD(^ + îc) = — sin^, cos(-5 -t-ir) = — cos^. 

On en conclut la périodicité du sinus et du cosinus, et, à cause 
des relations (4)^ celle de rexponentielle. 

2 7C esX une période primitive pour le sinus et le cosinus (*) : 
dès lors 2ic{ est période primitive pour l'exponentielle. L'expo- 
nentielle n'a pas d'autre période primitive (^). 

Ainsi en résumé ces fonctions sont simplement périodiques^ 

99. Pour étudier l'exponentielle au point infini, posons z = î^"* . 
A rintérieur d^un cercle de rayon arbitraire décrit de l'origine, 

la fonction e* prend toute valeur donnée, à ^exception des 
valeurs o et oo, et cela en un nombre infini de points. 

En effet, on satisfait à l'éfi:alité e^= e** en posant Ç= ;• 

Pour une valeur de p. assez grande, et pour les valeurs supé-* 
rieures, |^ | est inférieur à tout nombre positif donné. 

Quand Ç tend vers zéro, ni la fonction, ni son inverse n^ont 
de limite déterminée : le point infini est un point d'indélermi- 



( *) En eflfct, quand x croit de — ir à r, le cosinus croit de — i à -M, en vertu 
des relations différentielles, puis revient de +xà — i en diminuant toujours. 
Donc de — ic à ic, il y a deux valeurs de la variable et deux seulement {x^ et a?, ) 
pour lesquelles le cosinus prend une valeur donnée comprise entre — i et i. Le 
cosinus est une fonction paire; aussi x^ et x^ sont égaux et de signes contraires. 

Toute période du sinus est période du cosinus. Or le sinus, fonction impaire, ne 
peut garder la même valeur en tous les points x^e^l — x^. Il n'y a donc pas de 
nombre réel, inférieur à 2ic, qui puisse être période commune au sinus et au co- 
sinus, et dés lors période réelle pour le sinus ou le cosinus. 

(') Soit a = a 4- 1? une période de l'exponentielle. L'égalité e* = i donne ' 

a = o, p = 2|n:. 
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nation, un point singulier essentiel pour la fonction e^ (p. Sg), 
et dès lors, diaprés les formules d'Euler, pour le sinus et le 
cosinus (et la tangente). 

100. Quand z est positif, la série exponentielle est la limite 
vers laquelle tendf iH ) > m croissant indéfiniment par des 

valeurs entières et positives. Le théorème subsiste lorsque z est 
complexe. 

En effet, donnons à m une valeur finie, et ordonnons la diffé- 
rence e^ — [ I -I — \ suivant les puissances de z. La série entière 

obtenue a ses coefficients réels et positifs; le module de sa somme 
ne dépasse pas la somme des modules de ses termes. On a donc 

\z\\nt 



"-{'-iT\<"--{'^'-^) 



D'après le théorème rappelé, le second membre tend vers zéro 
pour m infini : il en sera de même du premier. 

■ 101. Examinons les représentations auxquelles les fonctions 
étudiées donnent naissance : 

i« Soit 

iv = e^ ou a -h tV = c*-*-'>. 

A un point z (à distance finie) correspond un point (V, et un 

Fi g. 30. 
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seul; à un point w ((^^o, w à distance finie) correspondent une 
infinité de points ^, distants de 2?:, situés sur une même paral- 
lèle à Oy. Lé plan entier w se représente sur une bande 2, com- 
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prise entre deux parallèles à Oa: distantes de 2it : chaque bande 
est une région fondamentale (Jig* 20 et ai). 

Considérons la bande lieu des points tels que l'on ait — Tz<Zy^T^. 
Au segment de Taxe des y compris dans cette bande correspond, 
d'une manière univoque, la circonférence w de rayon i : la demi- 
bande à gauche de Oy correspond à Vintérieur de cette circon- 
férence, la demi-bande à droite à Vextérieur. 

Le point z=.oo a pour image zéro ou l'infini, suivant que 
l'on s'en approche en restant à gauche ou à droite de Oy. Aux 
droites z parallèles aux axes correspondent des cercles et leurs 
rayons. De là la correspondance entre une bande du plan Zj divisée 
en carrés, et le plan (v, indiquée dans les figures ci-dessus. 

La représentation du plan z exige une infinité de feuillets : on 
en formera une surface de Riemann en traçant dans chacun une 
coupure le long de la partie négative de l'axe des zi, et en en sou- 
dant les bords de telle sorte que la variable iv passe d'un feuillet 
au suivant (ou au précédent) chaque fois qu'elle la traverse. 

2^ L'égalité w = cos^ conduit à une représentation du plan w 
sur une bande z de largeur 27c, limitée par deux parallèles à Oy. 
Cette fois une région fondamentale est constituée non plus par 
cette bande entière, car la fonction w prend en deux de ses points 
une valeur donnée, mais, par exemple, par l'aire comprise entre 
l'axe des^ et une parallèle à cet axe menée à la distance ic. 

102. On ramène les transcendantes hyperboliques, comme les 
fonctions circulaires, à l'exponentielle, au moyen des égalités 

ch^=: 9 shs = , thz = • 

2 2 e- -t- e-- 

De là les formules 

_ ' Dsh^ = ch«, 

. . ^ ' I Dch5 = sh^; 

ch(^ -¥ z') = c\kzc\iz'-^- shz î\iz\ 

h\\(^z-\' z') = sh^ ch^'-+- ch^ shV, 

. , ,. ihz -+- thV 
th(z-h<«') = i r — -• 

, a» z^ z^f^ 

'2 ! 4 ! 2 n ! 

Sil /S = 5 -f- r-7 -H . . . -+- — r -f- . . . , 

3! (2 /«-+-!)! 
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La. relation {v = chz conduit à une représentatian du plan ^ 
sur le plan (V, que l'on ramène à deu3L représentations déjà étu-r 
diées (p. 73 et 173) en posant 

Chaque bande s^ de largeur 21Z (fiff. 22 et 23), se représente 
Fig. 12. Fig. 33. 
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ainsi sur le plan (v, la correspondance s'établissant comme l'in- 
diquent les figures ci-dessus. 

103. Terminons en montrant que iVxponentielle est une 
transcendante relativement aux fonctions déjà étudiées, c'est- 
à-dire qu'il n'y a pas de relation algébrique entre z et e*. 

Le problème a été traité parLiouville(*); on en déduit aujour- 
d'hui la solution d'un théorème, dont voici l'énoncé (^) : 

Lorsquiine série entière à coefficients rationnels 
représente le développement d^une racine^ w d'une équation 



(*) Sur la classification des transcendantes (J. Af., t. II, p. 68 cl 77; 1887) 

(*) C/. H ERMITE, Cours de la Faculté des Sciences, 4* édit., p. 195. 

Ce théorème découle d'une proposition énoncée par Eisenstein (C B. de VAc, 
de Berlin, 1SS2) et démontrée par Heine (/. de Crelle, t. 45, p. a85; A'^. ^4., 
1854, p. 2 15). Voir aussi Teixeira, A. F. JV., 1886, p. 389. (On sait, du reste, 
qu'une équation algébrique, dont les coefficients sont des irrationnelles algé- 
briques racines d'équations résolubles par radicaux, se ramène à une équation à 
coefficients rationnels entiers.) ^ 

Plus généralement, e* n'est racine d'aucune équation algébrique dans laquelle 
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algébrique à coefficients entiers, une substitution (5, jxs) 
(p. entier) permet de rendre entiers tous les coefficients de la 
série, sauf le premier. 

Ramenons d'abord à Toriglne la racine w à étudier : l'équation 
algébrique qui la détermine s'écrira 

(8) çoC-s) -4- 9i(z)iv -h. . .-+- ?«(.«) «'" = o. 

Les poljnomes O09 ?i) • • • ont pour expression 

C| est différent de zéro si, comme nous le supposons, w = o est 
racine simple; les coefUcients c^ d^ ... sont entiers. 
Posons 

Après ce changement de variable (enlevons les accents et sup- 
primons le facteur c, ), l'équation (8) prend la forme 

^ \ -f-(G,-hD,z4-...)w*H-... = 0, 

les constantes C, D, ... • étant toujours des entiers. Essayons pour 
la racine w un développement du type 

»» = 6i« -+-ôj.5*-h...-+- 6;, 5" -f- . . . , 



les polynômes ^i{z) auraient pour coefficients des irrationnelles algébriques 
quelconques. 

On le coDclut d'un théorème de M. Lindemann montrant qu'une équation de la 
forme 

(1) C,C»i -h...H-C^c»m = o, 

où les coefficients C^ sont des nombres algébriques, et les exposants z^ sont des 
nombres algébriques différents les uns des autres, est impossible. ( Voir Linde- 
mann, Af, A., t. XX. — HiLBERTy HURWITZ, GORDAN, M. A,, t. XLIII. — Weibr- 
STRABS, Ac. de Berlin, i885. — Wbber, Lehrbuch der Algebra, a* édit., t. II, 
p. 837.) 

Cette proposition a de nombreux corollaires. Par exemple, elle apprend que les 
nombres e et 1: sont transcendants : le nombre e, car une égalité de la forme (i), 
où les G; et les z^ auraient des valeurs entières, est impossible; le nombre ic, car 
Tégalité e**+i = o, qui définit ce nombre^ ne pourrait avoir lieu si 11c (et dès 
lors it ) était algébrique. Elle montre que le nombre e* est transcendant, si z est 
algébrique (.«< o), etc. 
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dont nous admeltrons l'existence (n^ 192). Les coefficients b 
s'obtiendront de proche en proche par identification : on voit 
que ce sont des entiers, en considérant Téquation (9), trans- 
formée préalablement au mojen des égalités 

Co-5 -4- Dfl^î'H-. . . Cj -f- D.^ -f-.. . 

i -4- Cii.5-h. . . I -f- t*|-3 -H. . . 

où la division a donné pour M, l\r, . . . , N, ... des valeurs 
^entières. On a ainsi 

Ces équations sont du premier degré et à coefficients entiers; 
chaque inconnue nouvelle b se trouve déterminée en fonction des 
précédentes par une équation où elle a pour coefficient Tunité. 
Ainsi tous les coefficients du développement sont bien devenus 
des nombres entiers. 

Ce théorème admis, la transcendance de e^ apparaît, puis- 
qu'aucune substitution du type (5, \kz) ne peut rendre entiers les 
coefficients de son développement. 

La forme des séries qui définissent sin^, log5, arc tang.s (n** 179) 
sert également de preuve à la transcendance de ces fonctions. 

§ Vif. — Fonctions inverses. 

104. Fonction logarithmique {^). -— On la regarde comme 
la fonction inverse de l'exponentielle : ainsi un nombre w est le 
logarithme d'un nombre z lorsque Ton a 2 = é^\ 

Tout nombre, sUl n'est ni nul ni injini, a une infinité de 
logarithmes : ils forment une progression arithmétique de 
raison 21:/'. 

Posons 
Pour obtenir u et r, il faut résoudre Téqualion /•c'^= e""*"'*', qni 



(') Cf. Cauchy, Leçons sur le Calcul différentiel {Œuvres, 2' série, t. IV, 
p. !\i\)\ Bésumcs analytiques de Turin {Œuvres. 1" série, t. X, p. 170). 

F. '•• 
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entraîne 

u = L/-, p = 6 -h 2JJ17:, 

;/, logarithme arithmétique d^in nombre posilif, a une valeur 
et une seule; ;jl peut prendre toutes les valeurs entières (et la 
valeur o). 

Choisissons Tune de ces déterminations : en en cherchant la 
dérivée, parla méthode habituelle, on voit que le rapport à étudier 

a pour limite -• 

Le logarithme est donc une fonction analytique : de phts, toutes 
ses branches ont en un même point la même dérivée. 

La propriété caractéristique des logarithmes réels est con- 
servée, à condition de choisir les déterminations, qu encore à un 
multiple près de ztzL Sous ces réserves, on a 

log(-5«') = log-s -4- log^', log^'" = m logs. 

105. Le logarithme est une fonction analytique uniforme 
dans tout domaine simplement connexe ne renfermant pas 
l^ origine; à chaque rotation de la variable autour de V ori- 
gine, chaque détermination varie de 'iizi. 

En effet, considérons un point z] soient 

«» = log« = Lr H- (6 -}- 2{X7r)i (|jl = o, d= i, . . .) 

les déterminations du logarithme, et «'«, n'i, ... celles qui cor- 
respondent aux valeurs [x == o, i, .... Quand la variable, partant 
de ce point, y revient après avoir décrit dans le sens positif un 
contour fermé sans points multiples, son module reprend sa va- 
leur initiale; son argument revient à sa valeur primitive ou à cette 
valeur augmentée de 217, suivant que la variable n'a pas entouré 
ou a entouré l'origine. Dès lors, chaque circulation transforme tv© 
en iV|,tV| en d'à, .... L'origine est un point singulier d'une 
nature moins simple que le point critique algébrique : on Tappelle 
point critique logarithmique, La fonction ne reprend jamais sa 
valeur initiale, par la circulation, dans un sens déterminé, autour 
d'un pareil point. Une étude directe ou la substitution (2,5"*) 
montre que le logarithme a un second point critique logarith- 
mique à l'infini. 
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Le logarillime devient uniforme par une coupure (artificielle) 
allant de o à Finfini. 

106. La représentation de toutes les déterminations exige une 
infinité de plans s. En soudant convenablement ces feuillets sui- 
vant leur coupure commune, on forme une surface de Riemann, 
sur laquelle le logarithme est une fonction uniforme. 

Dans l'une des déterminations du logarithme, le coefficient de i 
satisfait aux inégalités — tk^ç^tz : on Fappellc détermination 
principale (p. 8i). Elle permet de représenter le plan >? sur la 
bande limitée par les droites v = — t:, i> = t.. 

De même la branche pour laquelle on a 

(9. iJL — i):: < 1^7(2 [i-H 1)11 

fait correspondre au plan z une nouvelle bande sv. 
Il y a exception pour le voisinage des points o et oc. 

107. Fonction 5". — La relation 5 = e*°8s conduit à déjinir z"^ 
n étant quelconque y par l'égalité 

Log2 a une infinité de valeurs; aussi z'^ est une fonction multi- 
forme, dont les déterminations s'obtiennent en multipliant Tune 
d'elles par e"-*'^**'^'. Si n est irrationnel ou imaginaire, ^" a une 
infinité de valeurs: elles forment une progression géométrique, 
et l'on passe de l'une à l'autre en tournant autour de l'origine. 
Ainsi l'origine apparaît comme un point critique transcendant 
d*une espèce différente de celles rencontrées précédemment, 

108. Arc tangz, — On dit que tr est un arc dont la tangente 
est Zf et l'on écrit iv = arc tang^, si Ton a ;: = tangiv ( * ). , 

Cette définition donne 

I e«*'/-_ g~«'i , i — z 

5 = - : r J W = . lOff -. • 

On est ramené à l'étude d'un logarithme. Dès lors : 

i" A une valeur de z correspondent pour le logarithme une 



(') CJ, Caucîiy, Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. IV, 
p. 266 et îSo (édil. de 18^7). — Briot et Bouquet, Théorie des fonctions ellip- 
tiques, 2* édit., p. 07. 
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iniinilé de valeurs en progression arithmétique de raison air/ : 
i'arc tang aura une infinité de valeurs en progression de raison ti. 

2** Le- logarithme qui sert d'expression à la fonction w a pour 
points «critiques les points i et — i ; (v augmente de -n, diminue 
de 77, reprend sa valeur initiale, suivant que le point z entoure, 
dans le sens positif, le point i, le point — /, les points i et — /. 

L'arclang a pour dérivée (i -\-z^^)~^ : c'est une fonction analy- 
tique. 

109. Arcsinz. — La fonction (v = arcsin>5 est la fonction 
inverse de la fonction z = sintr. D'où les relations 

z= . 9 w z= -locizidz y i — z*)' 

Il i ° ^ ' 

L'arc sinus a donc pour points singuliers les points dans le 
voisinage desquels la quantité soumise au logarithme cesse d'être 
uniforme (les points ±1), ou bien devient nulle ou infinie (le 
point 00). 

Les points- z = ±i. — Partons de l'origine avec une détermi- 
nation de ^v (par exemple zéro) et faisons décrire à z dans le sens 
positif un contour simple entourant le point i. En suivant par 
continuité la valeur w ainsi fixée, on voit qu'elle a augmenté de ic, 
quand z est revena- à l'origine (on a donc passé de l'une des 
valeurs de w correspondant, pour ^ = 0, à l'un des signes du 
radical, à une des valeurs correspondant à l'autre signe) (yî^. 24)- 

Fig. 24. 



A ce moment, la fonction peut être représentée par la formule 

W z= TZ rl0g(l3-h /l — 3*), 

if 

dans laquelle le logarithme a à l'origine la valeur o. 

Si l'on entoure une seconde fois le point i, on revient à l'ori- 
gine avec la valeur initiale. Si, au contraire, on poursuit en décri- 
vant un contour entourant le point — i, on revient au point de 
départ avec la détermination initiale (zéro) augmentée de 'îtt. 



L 
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Soit iV| la valeur de l'arc sinus lorsqu'on va de Torigine a un 
point arbitraire z par un chemin particulier. Un chemin quel- 
conque (02) se ramène par déformation conlinue, sans que Ton 
traverse de point critique, à ce chemin particulier précédé ou suivi 
d'un certain nombre de fois les lacets (+1), ( — 1). Suivant que 
l'on parcourt un même lacet un nombre pair de fois, un couple 
de lacets, un lacet unique, la fonction varie de o, de 27:, de tz 
(et, dans ce dernier cas, les deux valeurs de y/i — z'^ s'échangent 
dans la rotation). Dès lors, en chaque point, Varc sinus a une 
double infinité de déterminations, comprises dans les formules 

Des lacets décrits autour de l'un des points ±: i ou de leur 
ensemble permettent de passer de l'une quelconque des déter- 
minations de l'arc sinus à une autre détermination quel- 
conque ('). 

Le point z = oo. — Par déformation continue et sans traverser 
de point singulier, on peut ramener une circonférence de rayon 
très grand à un chemin entourant les points — i et -H i (fig* 24) : 
donc chaque détermination varie aussi de ^tz lorsqu'on entoure le 
point infini. 

C'est ce que confirme le changement de variable ordinaire 
z = ^~* ; il donne 

w= 7 [logt -h log(i ± /i — ;*) — logCj. 

Log!^ augmente de sir/, et (v diminue de 2 7r, quand ^ parcourt 
dans le sens positif un cercle décrit de l'origine avec un rayon 
inférieur à l'unilé. Ainsi le point 00 est un point critique loga- 
rithmique pour l'arc sinus. 

A la formule d'addition du sinus, qui résulte des égalités 



(') Parfois ces points zfci sont dits points critiques algébriques, parce que, la 
variable tournant autour de Vun d'eux, l'une quelconque des déterminations de 
la fonction, prend seulement deu\ valeurs dilTérentes, qui deviennent égales en ce 
point. Mais, contrairement à ce qui arrivait pour les fonctions algébriques, si Ton 
combine les lacets relatifs aux deux points critiques, on obtient en chaque point 
une infinité de valeurs. ' 
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correspond, pour tin choix convenable des délenninalions, la 
relation 

arcsin3 -\- arc sin j| = arc sin(5 v/i — --î -♦- ^i /i — -s*). 

La somme de deux arcs avant pour sinus des nombres donnés z 
et ^1 y est représentée par un arc dont le sinus a une valeur reliée 
algébriquement à ces nombres. 

§ Vin. — Fonctions trkjonométriqiks (produits infinis;. 

110. A la place des séries, on peut prendre comme point de 
départ de la théorie des transcendanles circulaires les produits 
infinis. La première fonction à définir est alors le sinus : on 
lui associe deux autres fonctions que Ton en déduit par déri- 
vation. 

Des le milieu du wiii*" siècle, Euler avait établi la relation (*) 

Ce produit infini converge absolument dans tout domaine 

borné, puisque les séries ^^j» ^ Y"] convergent pour toute 

valeur finie de z. Mais il est plus commode de délinir avec 
Weierstrass le sinus par la formule (-) 



""^^-^l^li:-^^- 



[naissons de coté le facteur z. Pour démontrer la convergence 
absolue du produit (i), il suffit d'établir celle de la série ayant 



(') Kiilcr a ramené les fonctions trigonomélriquos aux cxponenliclles et fail 
connaître d'importantes formules relatives à leurs développements. Cf. IntrO' 
ductio in Analysim in/initorum. 

(') Lorsque, dans une somme ou un produit infini, p. doit prendre toutes les 
valeurs entières, zéro excepté, on indique cette restriction par un accent ' placé à 

la suite des symboles ^ ^^ T 1 • ^^ns les séries multiples, par exemple dans les 

séries doubles où figurera w= jjiwh-|x'w', le signe ^^ indiquera que l'on doit 
exclure de la sommation le système }x = jx'— o. 
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pour Icrme général 

Celle série est comparable à celle qui a pour terme général — j 

(dans ces deux séries, le rapport des modules des termes de même 
rang a une limite finie) et, par suite, converge absolument. Il en 
est de même du produit (i), abstraction faite du facteur 5, et 
aussi lorsqu^on rétablit ce l'acteur (*). 

La substitution [^, z -\- -\ elTcctuée dans sin^ donne un nou- 
veau produit inGni que Ton appellera cos^. 

m. Première fonction associée au sinus, — La série qui 
représente logsin^ est convergente (^); dérivons-la terme par 
terme. La série obtenue, 

(2) --+- V { — ! ^- — ) (îx = dzi, ±-2, ...), 

converge absolument, sauf aux points ut: et o, et elle converge 
uniformément dans tout domaine fîni ne contenant aucun de ces 
points : ou le voit en comparant son terme général à celui de la 

série \!— i* Par suite, la série (2) représente la dérivée logarith- 

inique de sin^ : on rappellera cot:;. 

La cotangenle est donc une fonction uniforme; elle est impaire. 
Ses pôles sont mis en évidence; ce sont des pôles simples du 
résidu -h i . 



(•) Celle fonction est anal^lique uniforme. C'est une fonction impaire. Tous ses 
zéros sont en évidence (p. \!\^). Le point à l'infini est une singularité essentielle 

puisque la substitution (^} — ) donne une fonction ayant une infinité de racines 

dans le voisinage de Torigine. 

(') Cette série a pour terme général ~-+-log(i — •"— )î sa convergence se 

démontre immédiatement, si Ton suppose connu le développement du loga- 
rithme (n* 179). Du reste, au Chapitre VIII, cette convergence résultera d'une 
proposition générale. 
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Seconde fonction associée. — La série obtenue en dérivant 
terme par terme la série (2) converge absolument el uniformé- 
ment (avec les mêmes restrictions que ci-dessus) : elle repré- 
sentera donc la dérivée de la cotangente. Appelons-Ia p{z)\ on 
aura 

■4- ae 

d I v^' I 

5 = -— -H y 



(3) p{^)= T-cot 



ciz s* ^d (-3 — lATT)* 

(]ette fonction est paire; elle a pour pôles doubles les points o 
et [JLir. 

112. Ces égalités permettent d'obtenir les principaux résultats 
concernant les fonctions circulaires, par exemple les formules 
d'addition (*); démontrons la périodicité. 

La substitution (z^z-^-tz) dans le second membre des éga- 
lités (2) ou (3) revient à un déplacement des termes; « est donc 
une période pour cot5 elp(z). 

On peut aussi établir la périodicité de la cotangente en remon- 
tant aux: fonctions primitives dans la relation 

la constante se déterminera par la valeur particulière z = ^• 

On a bien ainsi 

COi{z -H ic) = C0t5, 

et en répétant la même opération 

sîn(2 -H iT) = — sin^, 

ce qui prouve la périodicité du sinus. Pour la déduire directement 
de la relation (i), associons les facteurs qui correspondent aux 
valeurs de ji. égales et de signe contraire (p. i/f^), ce qui donne la 
formule d*Euler 



(') C/. E1SEN8TEIN, /. de Crelle, t. 35, p. 191 ; JS\ A., 1897, P- 34'- 

Après la démonstration du n" 114, nous pourrons remplacer la fonction p{i) 

par 



sin--3 
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Appelons j-!^ le produit des 2 u premiers facteurs linéaires du 

second membre, et désignons par C une constante convenable. 
On aura 

j-^ = C(;; — r.)(z-\-Tz) ,^. {z— fJi:r)(-5 -h iiit). 

Divisons membre à membre les termes de cette égalité et de 
celle qu*on obtiendrait en y remplaçant z par <5 4- t; il vient 

o(z -^Tz) __ -s-4-CjJH-i)Tr 
o{z) z—ixr. 

Pour p. infini, le second membre tend vers — 1 ; le premier a 
pour limite : Le sinus a bien îtî pour période. 

113. Il reste à montrer que les fonctions Irigonomélriques 
définies par des séries sont Identiques à celles que viennent de 
fournir les produits Infinis. Euler y est parvenu par diverses voles : 
dans la plus simple, il cherche d^abord l'expression, sous forme de 
produit Infini, du sinus hyperbolique (*). 

La définition de shr (p. 174) et celle de l'exponentielle (p. 173) 
conduisent à considérer le polynôme entier en ;; 

(m est un entier positif déterminé, par exemple impair). 
Ses zéros sont définis par l'équation 



m — î- — / . , m — 



z 
ni 



- = e «» I jjt = o, zri 



ï • • • > 



-^) 



Ils ont donc les m valeurs 



z = ini tang^ — 



(Pour abréger, nous désignerons par t^ le produit m lang — • \ 



(•) Cf. Tannery et MoLK, Fonctions elliptiques, t. I, p. io.'|. 
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Dans le polynôme f^ le terme du premier degré en ^ a pour 
coefficient l'unité, et les racines sont deux à deux égales et de 
signes contraires : aussi Ton peut écrire 



/(„^) = ^(c^f!)(i + f!) 



5» 






Soit p un entier positif fixe inférieur à — ; — ; remplaçons le 

polynôme /(/n) par le produit de deux polynômes /« (/;î, /?), 
fii^nx^p) renfermant respectivement les p-\-\ premiers facteurs 

de f{ni)^ et les facteurs restants. On aura 

■ 

/.(m,/,;=^(.4-^) •••(• + 7^) 



M,n,p)= (.H-^) 



P 

/'+i / \ '/II — 1 



An^) = f\Un, p) f^(m, p). 

Faisons grandir m indéfiniment par des valeurs entières et posi- 
tives. /(w) a pour limite sh;;, d'après la définition du n" 102; 1^ a 
pour limite air ([x demeurant fixe), et par suite /i (/«, /?) lend 



vers 



Les fonctions y et /"« ayant chacune une limite (on peut sup- 
poser que celle de f^ n'est pas nulle), f^ aura aussi une limite, 
(|ui ne dépendra plus que de p. Pour p injiniy cette limite tend 
vers V unité. 

En effet, le polynôme /^{m^ p) — i, ordonné suivant les puis- 
sances de Zy a ses coefficients positifs : on ne peut donc qu'aug- 
menter son module en remplaçant z par |^ |, ce qui donne 



/,fm,p)-,|=(,+ lg) 




Les arcs — étant compris entre — - et -* leurs modules sont 
inférieurs à ceux de leurs tangentes, et Ton a 
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d'où, a fortiori y 

La convergence des séries 51 "ï* 5jTTt' entraîne celle du pro- 

duit infini de terme générai i -h -^\ à tout nombre positif 

donné £ correspond donc un entier N tel que le second membre 
de la dernière inégalité n^atteigne pas e, pour toute valeur de p 
supérieure à N. Dès lors, /a a pour limite l'unité quand m d'abord, 
p ensuite, croissent indéfiniment. D'où la formule 

(3) sh. = ;.(,+ i;)(,-H^).-.(,-H^y.... 

114. Une méthode analogue conduit directement à l'expression 
de ch>G; mais il vaut mieux utiliser la formule (3). Elle donne 









d'où, après suppression des facteurs communs 



(4) clic = 



.-4 (i^-;;)^^J 



Les définitions du sinus et du cosinus par des séries donnaient 

sin3 = -rsli^st, C0S3 — chsf. 

Remplaçons dans ces formules sli:;^ et cli^i par leurs valeurs 
déduites des formules (3) et (4); il vient 

s\xïz = z lï ( I «—ri* cos>3 = 11 I 1 : ^^-- 1 • 

On retrouve bien les formules dont on était parti (p. 182). 
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Remarque. — La subslitulion (^z^-nz) donne 



• • • 



les zéros du second membre deviennent égaux à la suile des 
nombres entiers. Observons que les produits infinis 

(-7)('-î)-"('-î)-" 
('+f)('+5)-"(- + j)--- 

I 

ne sont pas tous deux convergents; aussi leur produit n'a pour 
limite — ^ que si n et p demeurent égaux en croissant indéfi- 



niment. 



115. Quant aux fonctions inverses, voici des produits infinis, 
de convergence rapide, qui servent d'expression à Tare cosinus et 
au logarithme (*). Pour simplifier, supposons l'argument réel. En 
répétant m fois l'identité 



a a 

sin— sin — 



^ = cos — (p z=\, 2, 2*, . . . , 2"»-> ) ; 



a 'f.p a 

il vient 

a 
sin — 
sin a a a a a"* 

= cos - cos — r • • • cos y 

Cf. 'A a* 2"» a 



2 



m 



d'où, en faisant grandir m indéfiniment. 



sin a 
a = - 



Cl ce CL 

cos - cos — - . • . cos — • • • 

2 2* 2'" 



Posons alors cosa = j;; cos— =^,., et remarquons quç les 
nombres :r,. s'expriment algébriquement en fonction de x par les 



(') Cf. Seidel, /. de Crelie, l. 73, p. 2-/0. 
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formules 



on a finalemcnl 



Xi = 




(n-ar), 


XfZ 


(i-+-ar,), 


a-,: 


(i + ^î), 


i*r%^ 


«y* _- 


••••••• » 

v/l — 27* 



«V I X^ • • • Su f • • 



Cette formule peut représenter l'une quelconque des détermi- 
nations de Tare cosinus. En effet, œ étant donné, supposons que 
Ton ait fait choix, de a; x^, ^2, ..., Xr, ..., auront des valeurs 
déterminées, qu^il suffira de porter dans la relation précédente 
pour avoir, en fonction de x, la détermination cherchée. 

De Tare cosinus on passe au logarithme en posant (y'^o) 

a = i log^, c'est-à-dire x = ~(y -h y-^). 
ce qui donne (*) 

'^^•^ ^ TTï _i\ , / 1 IIS rn^ '^ 



§ IX. — Fonction evlériennb, 

116. Legendre a appelé intégrale eulérienne de deuxième 
espèce l'expression 

/e~U^-^ dt (a^Tcel et > o; t réel) 



(*) Cette formule peut aussi s'obtenir directement en partant de l'identité 
logr _ \ \ ! logr*"" 

et en y faisant croître r indéfîniment \dans la dernière fraction, pour en chcr- 
rher la vraie valeur, on posera ^•*'*= 1 -I- s, s tendant vrr? zrro/. 
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et Ta représentée par T{x). Ici il s^agil, à la suite de Gauss, de 
définir dans tout le plan la fonction eulérienne par un produit 
infini. Avec Gauss posons (*) 

i.a...(/i — i) / rentier \ 

(i) n(n,^)=-- ;^ ; -71* { , , . . . )• 

z{z -^ i). ..{js -r- n — i) \z réel ou imaginaire/ 

Pour n infini, ce produit converge, quel que soit z (sauf quand 
z est un entier négatif), et définit une fonction uniforme : on 
VappeWe fonction eulérienne et on la représente par r(c). 

Pour démontrer cette convergence, considérons le produit 
infini 

„. ,I I(3,i?) lî(/l-f-f,5) 

Son terme général peut s'écrire 

II(n,-3) n-hz /i- \ n/ \ n/ 

Chaque fadeur est développabic en série entière, pour les 
valeurs [^l <:;/i (n° 179). Le terme de rang n a donc la forme 

/ z Z^ \ r ^ -8(5—0 1 A„ 

\ n /i* / L f^ I . •>. . /i* J n* 

A,i désignant une expression dont la limite, pour n infini , est 

A 

La série de terme général — ^ converge absolument; il en sera 

donc de même du produit infini considéré, ce qui justifie l'exis- 
tence de T(z). 

On écrit indifféremment 

r(-3) = lim -— ^ = lini 

z{z -i- i),,.{z -h n — i) 



n -- 



"="<-f)-(-y 



Dans le dernier dénominateur, on a introduit le facteur i + -» 
dont la limite est l'unité. 



(•) Gauss, Œuvres, t. III, p. i44« — Voir aussi Lkqendre, Exercices de Calcul 
intégral, t. III (édit. de 1^17), les cent premières pages. 
Par n} on entend e^ï*", L/i désignant la valeur positive du logarithme. 
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117. La fonction ealérienne jouit des propriétés suivantes : 
i** Dans tout domaine fini, on a 

U(n.z-hj)= n(/i, -8), 

d'où, eu faisant grandir n indéfiniment, la relation fondamentale 

2° Dans celte relation, changeons 5 en 5 4- 1 , -s -4- 2, . . . , 5 -f- A", 
et multiplions membre à membre les égalités obtenues; il vient 

(3) r{z-hk) = z(z-hi),..{Z'¥k—})r(z); 

Tétude de la fonction dans le domaine réel est ramenée à celle de 
la fonction dans l'intervalle (o, i). 

r(i)= 1; d'où, si z est un entier positif, la formule 

(4) !'(-) = i.îi...(- — 1). 

Gatiss fait remarquer que cette égalité définirait mal la fonc- 
tion r(5), non seulement parce qu'elle suppose z entier, mais 
|)arce qu'elle convient à une infinité de fonctions, par exemple 
à cost:^^'* T(z). 

3« On a 

[1.2. ..(n — 1)]* 



n(/i,5)n(/i, — iï) = — 



5«(i~5ï)...(/i — 1' — ^») 



Z 



K'-T)-(-=r) 

Faisons grandir n indéfiniment, et reportons-nous à l'expression 
du sinus en produit infini (p. 188); il vient 

r(5)r(-5) = 1^ — , 

^ ' zsimzz 

et dés lors, en se servant de la relation (2), 

r{z)T{i-z)=-:.'' 



sin^^ 
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Celte formule importante ramène rétude de la fonction dans 
l'intervalle (o, i) à celle de la fonction dans Tîntervalle (<>» "-)*î 
On en déduit, en désignant par [jl un entier arbitraire (jx > i), 



v = f 



Transformons le produit des sinus, et pour cela remarquons 
que ses facteurs, si on les multiplie par 2, sont les modules des 

facteurs linéaires de > quand on y fait x = i» Il vient 

4** La fonction n(/i, s), en apparence plus générale que la fonc- 
tion T(z)^ peut y être ramenée. En effet, la combinaison des 
équations (i), (3), (4) donne 



n(n, 5) = /i- 



T(n-^z) 



Cette formule rappelle la relation entre les intégrales eulé- 
riennes de première et de deuxième espèce. 

Plus tard nous donnerons d'autres propriétés de la fonction 
eulérienne, et ses relations avec la /onction K{z) de Riemann, 
que Ton peut considérer comme défînie par la série 






z étant une variable dont la partie réelle surpasse l'unité. 

§ X. — SÉRIES IIYPERGÉGMÊTRIQUES. 

118. « Après les transcendantes élémentaires, on regarde habi- 
tuellement les fonctions elliptiques comme les plus intéres- 
santes .... Néanmoins, on peut réclamer une importance au moins 
égale pour les fonctions hyper géométriques j à cause de leurs 
nombreuses applications en Astronomie et en Physique mathéma- 
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tique » (*). ï^dx fonctions hyper géométriques on entend les inté- 
grales de certaines équations dinerentielles linéaires du second 
ordre, dont les coefficients sont des fonctions uniformes ayant 
trois pôles el n'ajant pas de singularités essentielles (^). 

Ici nous avons à parler de la série hyper géométrique que 
Gauss a introduite ('). C'est une fonclion de quatre éléments a, 
^, Y, z. On peut les regarder tous comme variables, ou supposer 
que les trois premiers sont des paramètres dont on a fixé les 
valeurs : on a alors une série entière. Grâce aux indéterminées 
qui y figurent, celte série sert à représenter un grand nombre de 
fonctions : les transcendantes étudiées plus haut en sont des cas 
particuliers (*). 

119. Cette série hypergéométrique de Gauss est définie par 
l'égalité 

a. 3 «(an- i). ..(a -^- /i — i)8(3 -*- i). . .(3 H- 71 — i) 

I «Y \ ,'x. . ./i.Y(Y "+" *)• • -(y ^" '* — U 

a, p, Y étant des nombres réels ou imaginaires. Le rapport d'un 
terme au précédent 

Un 71*-+- (Y "+■ 0'* ■+- ï 

a pour limite z : donc la série converge ou diverge suivant que 



(*) Klein, Conférences du Congrès de Chicago, cinquième conférence. 
(*) Ces équations, diles hyper géométriques , rentrent dans le type 



dx 



r -1 (^) g ^ ^i ^:;s:!y - ° (-.^3,, 



Dans le cas où a, = o, ^2=1, 0^= x, un changement de variable les ramène à 
la forme de Gauss 

(*) Gauss, Œuvres, t. III, p. laS. Le Mémoire est de 1812. 

(♦) On s'en convainct en parcourant les très nombreuses formules groupées 
par Kummer dans son Mémoire sur cette série (/. de CreUe, t. 15, p. Sg et 127), 

L'exponentielle intervient dans l'intégration des équations linéaires à coeffi- 
cients constants; la série de Gauss dans celle des équations h>pcrgéométriques. 

F. i3 
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l'on a|5|<iou[5|>>i. Sur le cercle de convergence la règle mérae 
donnée par Gauss (') (il supposait réels les paramètres a, (î, y) 
montre que la série converge pour (y + i) — (a-4- P) > '> elle 
diverge pour y^ a -|- (î. 

Conclusion analogue si a, ^, y sont complexes : en désignant 
par a', P', y' leurs parties réelles, la condition de convergence 
est Y'>a'+p' (2). 

La série n'a pas de sens si y ^^^ ^^ entier négatif; elle se 
réduit à un polynôme quand a ou ^ est un entier négatif. 

La dérivée d'une série hypergéomé trique est une série de même 
type, puisque l'on a 

rfF(a, P,Y>-2) «Pi?, û 

^LJL_i=: J!F(a-hi,p-+.i,Y-Hi,4;). 

Appelons fonctions contiguës celles que l'on déduit de la 
série F en augmentant ou diminuant dUine unité ses élé- 
ments a, p, y. 

La série F a dès lors six contiguës : elle est reliée à deux quel- 
conques d'entre elles par une équation linéaire ayant pour coef- 
ficients des polynômes du premier degré en z. De là, entre une 
fonction et ses contiguës, quinze relations que Gauss a formées 
{Œuvres, t. III, p. i3o). 

Voici Tune d'elles 

ir[T-ï-(^ï-*-p-0'5jF(a,p,Y,^) 

-^ ( Y — a) (ï — P)'«f F(a, P> Y -^ I» «) = o- 

120. Indiquons les relations entre la série hypergéométrique 
et d'aulres fonctions classiques. 

Les fonctions algébriques, les transcendantes circulaires et 
logarithmiques en sont des cas particuliers. On le constate en 



(') Gauss, Œuvres, t. III, p. iSg. 

{^) Cf. Jordan, Analyse (i" édit., t. I, p. i54). 

Ces séries ont été généralisées : par exemple, M. Thoms a considéré des fonc- 
tions de même type dans lesquelles aux trois éléments a, p, y on en a substitué 
cinq. (Cf. J. de CreUe, t. 87, p. a6; t. 70, p. a58, etc.) 



r • 



cos 
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écrivant les égalités (Gauss, Œ usures, t. III, p. 127) 

(r-+-a)»=<»F^— n, p, p,— ^\ (P est arbitraire), 

log(i-t-0=«F(i,»,a,-0, 

e^=F(i,p,i,l^ (pinfini), 

h< = F(a,p,i,-^) (a et p infinis), 

;in/ = lF(«,p,^,-^.fL), 

r =sin/ F( -> -> -> sin/* ), 
\2 2 a /' 



121. Elle a des liens étroits avec les fonctions sphériques, les 
fonctions de Bessel, et surtout les fonctions eulériennes. 

Fondions eulériennes. — Pour 5 = 1, la dernière relation 

(n** 119) devient 

F(«,p,Y,') ^ (y-«)(T-P) 
F(a, p,Y-+-i,i) y(ï — « — P) * 

Dans cette égalité, remplaçons y par y 4- i , . . . , y + Â' — 1 ; et 
multiplions membre à membre les résultats obtenus. On a 

F(«,P,T>0 
F(ct,p,Y-f.A:,i) 

__ (y — «)(ir — g-»-i)->.(T — «-H^ — 1) (y — P)...(y— P-hA: — i) 

y(y^-0...(yh-^-0 (y — «-?)---(y-»-P-+-^'~') 

Pour k infini, F(a, p, y -h A*, 1) tend vers 1 ; et 

1.2. ..(A: — i) , 

A:* 



z{Z'¥'\),,,{z-{' k — i) 



a pour limite r(z). On a donc, en introduisant haut et bas les 
mêmes facteurs, 

P(«' P» ï' - r(^_«jr(Y-py 

formule donnée par Gauss (* ). 



(') Œuvres, t. III, p. i44- — On en trouvera une autre démonstration dans 
Hbrmitb, Cours, etc., 4* édition, p. 292. 
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122. Fondions sphériques ou de Laplace (*). — On ap- 
pelle polynôme sphérique tout ppljnome homogène satisfaisant 
à Téquation de Laplace (p. 5i). 

Considérons le cas de trois variables x^ y, z. Entre les 

^^ — coefficients que renferme un polynôme sphé- 
rique P,i de degré /i, il y a ^^^""'^ relations déterminées par 

Téquation AP,i==o. Il reste donc, dans P„, 2/1 + 1 coefficients 
arbitraires. 

Des polynômes sphériques on passe aux fonctions sphériques 
en introduisant les coordonnées polaires et en posant 

j? = rsinô cosîp, ^ = rsin6sinç, -5 = rcos6. 

Faisons r constant : P;, devient une fonction de (p et de 0, dite 
fonction sphérique. 

Laplace, qui le premier a considéré ces fonctions, représentait 
Vn{x^y, z) par /"Y,|(8, cp). Ainsi Y„ est une fonction homogène, 
de degré /i, des quantités cosO, sin6cos(p, sinOsin^, telle que le 
produit /•'*¥„ satisfasse à Téquation A(r''Y„) = o, ce qui donne 

C'est Téquation qui a servi de point de départ à Laplace pour 
la théorie des fonctions Y„ (^). 



(') Ce furent des recherches relatives au potentiel de points distribués sur une 
sphère fixe qui amenèrent Laplace à considérer ces fonctions [1782, cf. Théorie 
des attractions des sphéroïdes {Œuvres, t. X, p. 362)]. Gauss leur donna le nom 
de fonctions spliériques (1828, cf. Œuvres, t. VI, p. 648). Pour leur étude 
cf. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, ou l'Ouvrage plus élémentaire déjà 
cité : Byerly, An elementary treatise on Fouriers séries, and spherical, cylin- 
drical and ellipsoïdal harmonies (Boston, iSgS). 

Dans le cas où 9 est aussi constant, les fonctions sphériques reproduisent, à une 
constante près, les fonctions de Legendrc. 

(^) Ces considérations nous font sortir du domaine des fonctions analytiques. 
Aussi nous énoncerons seulement la propriété suivante, très intéressante au point 
de vue de la représentation des fonctions. 

Dans des cas étendus, une fonction arbitraire, finie et uniforme, d'une seule 
variable, est développable en série de Fourier; de même, sous certaines condi- 
tions, une fonction de deux variables, F(0, 9), finie et uniforme, choisie arbitrai- 
rement sur la surface d'une sphère, peut être représentée par une série de La- 
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123. Fonctions de Fourier-Bessel (* ). — Ces fonctions, ren- 
contrées par Fourier et étudiées par Bessel, jouent dans Tétude 
du potentiel du cylindre, spécialement pour la théorie de la cha- 
leur, le même rôle que les fonctions sphériques dans Pétude du 
potentiel de la sphère. Aussi on les appelle fréquemment /o/zc- 
lions cylindriques. 

On peut les regarder comme les limites de fonctions sphé- 
riques (2); de là l'analogie des théorèmes relatifs à ces deux types 
de fonctions. Ici on les considère comme les coefficients des puis- 

sances de s dans le développement en série de la fonction e*^ *^. 



place, c'est-à-dire par une série ayant pour éléments des fonctions sphériques. 
Ainsi on aura 

F(0,?)=Y«(e,?)-+-Y,(8,?)H-...-hY„(e,9)4-.... 

Pour justifier cette assertion, on procède comme pour établir le théorème de 
Fourier : on suppose l'existence du développement de la fonction arbitraire sous 
forme de série uniformément convergente du type énoncé ; on en détermine les 
coefficients par l'intégration terme par terme de cette série, en s'appuyant sur ce 

que les intégrales / / Y^Y^rfa (m >«) étendues à toute la surface de la sphère 

sont nulles; enfin on montre que la série formée converge et a pour somme la 
fonction à représenter. 

De fait, pour que Ton puisse prouver cette convergence, il suffit que la fonc- 
tion satisfasse aux conditions suivantes, analogues aux conditions de Dirichlet : 

i" La /onction est finie et uniforme. 

2" Si Ton décrit du point (0, 9) comme p(Me, avec une distance polaire to 
comme rayon, un cercle situé sur la sphère, et si Ton désigne par /(w) la moyenne 
des valeurs de la fonction F (6, ç) sur la circonférence de ce cercle, /(o>) /l'a pas 
une infinité de maxima et de minima quand co tend vers zéro. 

3" La valeur de la fonction au point (6, 9) est la limite de la moyenne de 
ces valeurs. 

Dans ces conditions, la fonction F(9, 9) = lim /(w) est représentée par le 

(0=0 
développement en série de Laplacc ci-dessus. 

La démonstration de Laplace a été reprise par Dirichlet : Sur les séries dont le 
terme général dépend de deux angles, et qui servent à exprimer des fonctions 
arbitraires entre des limites données {J. de Crelle, t. 17). Cf. Poincauk, Pro- 
pagation de la chaleur, p. a65 et 370. — Picard, Analyse, a" cdit., t. I, p. 279. 
— Jordan, Analyse, a* édit., t. II, p. a5a. — Et aussi Fuobenius, Ucber die 
Entwickelung analytischer Functionen in Reihen, die nach gegebenen Func- 
tionen fortschreiten {J. de C relie ^ t. 73). 

(') Cf. Tisserand, Mécanique céleste, t. ï, p. 206. — Nicolas, A. E. A'., 
1882, etc. 

(=) Heine, Die Fourier-Bessel' sc/u! Funclion {J. de Crelle, t. G% 18G8). 
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Soit ^^o; les développements en série de Texponentielle 
donnent 



X * . j \ „ T 



a=o P=o 



et, par suite, 



(-» =2 i &^(f )"'•-' =i '.<"'■■ 



a = o p=o ■ ' ' « = — • 

en posant 

in(^)-2-p!(n + P)!U>/ ' 
P=o 

Ces coefficients J„ sont les fonctions de Bessel ('). Elles se ra- 
mènent aux séries hjpergéométriques, comme étant la limite des 

fonctions F(a, p, y, — 7~q)' quand a et ^ deviennent infinis (*). 

124. Mais c'est surtout dans l'intégration des équations Iijper- 
géométriques que les séries hypergéo m étriqués interviennent. 
Une simple substitution montre que l'équation de Gauss (p. iqS) 
a pour intégrales 

F(a, p, Y» ^) et a?»-YF(a4-i — Y> P -+-« — Y» î» — Y» ^)' 

Aussi doit-on regarder cette équation comme la véritable ori- 
gine de ces transcendantes ('). 

( ' ) Ces fonctions J satisfont à l'équation diiïércntielle linéaire 



dx^ 



1 EL /,_^\i- 
X dx \ a?'/ ~~ 



(^) HANSENy Abhandlung der Sàchsischen GeselUchaft, t. II, p. aSa; i855. 

(*) Hœcce œquatio differentio-differentialis tanquam definitio exaction /une- 
tionis nostrœ considerari potest ; sed quoniam y = F{a, ^y y^ x) non est inté- 
grale completum, sed particulare tantum ( quod constantes non accesserunt ) 
adjicere oportet condilionem, ut y incipiat a valore x pro x = o, simiUque 
pro valore codent ipsius x, supponuntur 

^^^ at ue ^ = «?(«-^0(^-^0 
dx "X ^ dx' tCY + O 

(Gauss, Œuvres, i. III, p. 207). 
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CHAPITRE III. 

FONCTIONS DÉFINIES PAR DES SÉRIES MULTIPLES. 



Suivant la division adoptée, nous ferons dans la première Sec- 
tion une étude générale des séries multiples; dans la seconde, 
nous rappliquerons à des transcendantes classiques. 



SECTION I. 



§1. — SÉRIES MULTIPLES EN GÉNÉRAL. 

125. Commençons par les séries à double entrée (*). 

Soit un ensemble infini d^éléments iiikt pourvus chacun de 
deux indices, qui prennent indépendamment Vun de Tautre une 
infinité de valeurs, par exemple toutes les valeurs entières posi- 
tives et la valeur zéro. On se donne un pareil ensemble, en 
fixant la loi qui détermine un terme quelconque, en fonction 
de ses indices. 

On peut, et d'une infinité de manières, établir une correspon- 
dance biunis^oque entre ces éléments et la suite des entiers 
positifs (p. i5). L'ordre des éléments une fois fixé, si l'on pose 



(*) Leur étude a élé commencée par Cauchy [Cours cT Analyse {Œuvres, 
a' série, t. III, p. 440 î Bésumcs analytiques de Turin {Œuvres, a" série, 
t. X, p. 66 et 175)]. Dans ses définitions, quelques points ont clé précisés ou 
modifiés. 



200 LIVRE I. — CHAPITRE III. 

itik^= Vn-, ^ déslgDaot le rang du terme, 9n ^ une valeur déter- 
minée. 

Lorsqu'un rangement des termes Uik conduit ainsi à une série 
simple {v) convergente, on dit que la série double (w) co/i- 
verge pour cette disposition particulière des éléments; lorsque 
la série {v) est absolument convergente, on dit que la série (u) 
converge absolument. 

A une suite double correspondent une infinité de séries simples : 
elles ont les mêmes éléments et diffèrent par leur rangement. Dès 
qu'unesérie(ç')converge absolument, toutes ces séries convergent 
et ont même somme : la série double ( /^ ) a une valeur indépendante 
de la loi de rangement. 

On donne de cette définition une image géométrique, commode 
surtout dans l'élude des séries entières, en supposant chaque élé- 
ment Uik placé au point (/, A') d'un plan xOy. De là, un Tableau 
d^éléments : on peut parler de la convergence absolue de ce 
Tableau, de la ^'*"'« ligne, de la ^r**™® colonne, du groupement 
des éléments par diagonales (c'est-à-dire en termes sv tels que 
Wpz^UpQ-^ Up_M 4-. . .-\-Uqp), Si l'on considère, dans unTableau 
absolument convergent, les éléments intérieurs à une suite de 
courbes C|, . . ., C„, . . . s'étendanl à l'infini, les sommes corres- 
pondantes S«, . . ., S„, . . . ont une limite et cette limite demeure 
la même quelle que soit la forme des courbes C et la manière dont 
elles s'éloignent à l'infini (p. i ly) (*). 

Rattachons cette définition à celle de la limite d'une suite 
infinie d^ éléments à double indice. Une pareille suite {s) d'élé- 
ments Smn tend vers une limite lorsqu'à tout nombre positif 
donné e on peut faire correspondre des entiers M et N tels que, 
pour toutes les valeurs de m et n supérieures à M et N, on ait 

I *//n-{i,/n-v— «/«,« I < s (k»*' = o» i> 2, . . . ), 



(') Les séries dont les éléments dépendent d'un indice unique, prenant toutes 
les valeurs de — oo et + œ, sont dites convergentes quand les deux séries formées 
par les termes à indices positifs et à indices négatifs convergent séparément. Si 
chacune converge absolument, on peut intervertir l'ordre de leurs termes, les 
grouper, etc. (p. ii5 et 117). 

En disposant sous forme de Tableau les termes des suites doubles, rien 
n'empêche de supposer illimitées dans les deux sens les suites qui constituent 
les lignes et les colonnes. 
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cVst-à>dire lorsqu^il existe un nombre s tel que 



*mn 



Dès lors, formons deux Tableaux respectivement avec les 
sommes Smn 6t fJmn ^6 t-ous les termes Uî/c et |e/iA| dont les 
indices prennent toutes les valeurs ne dépassant pas m et n 
(m, n = o, 1 , 2, . . .). On peut dire que la série double ( u) con- 
verge absolument, lorsque la suite d'éléments <Tmn tend vers une 
limite et réciproquement (puisque les sommes ^mn correspondent 
à un rangement particulier des termes |;<ia|)< Dans ce cas la 
suite Smn a aussi une limite au sens ci-dessus (^), et celte limite s 
est la somme de la série (?/). 

126. Supposons maintenant que la série ((>), correspondant à 
un rangement particulier des éléments (</), so\i semi-convergente, 
La somme de la série {v) peut être regardée comme définissant 
une valeur de la série («); mais alors à cette série {u) correspon- 
dront des séries (c) a^^ant une infinité de valeurs différentes. 

Aussi, pour donner un sens précis au symbole ^w/a, repré- 
sentant la somme d'éléments rangés en Tableau, on donne 
parfois une définition nouvelle et l'on dit que cette série double 

(*) Pour qu'une pareille suite ait une limite, il n'est pas nécessaire que les 
éléments de chaque ligne (ou colonne) tendent vers des limites. 

Exemple. — La suite {s), définie par Tégalité 

*«»=(-0-^"(^-+- j^^ (m,/i= i,a, ...;/?> 0,7 >o), 

a une limite (zéro); néanmoins les termes de la n'*"* ligne n'ont pas de limite 
quand m devient infini : ils ont pour limites inférieure et supérieure — ii~f et /i~7. 
{Cf. PRINQSHEIM, Mémoires de l'Académie de Afunich, 1897, p. 104.) 

(^) Si Ton veut déduire directement de la convergence absolue de la série (u) 
sa convergence, on raisonne comme pour les séries simples. Des inégalités 

|I]"«|<Z'"mI 

on tire 

par suite si les 9„,„ ont une limite il en est de même des s^„. 
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OU que le Tableau (u) converge lorsque la suite s^n (forraée 
comme au numéro précédent) a une limite (*). 

Un Tableau est proprement ou improprement divergent suivant 
qu'il a une limite infinie, ou reste indéterminé. 

Réciproquement, une série simple peut être regardée comme la 
somme des termes d'une série double. Quand elle converge abso- 
lument, on peut disposer comme l'on veut ses éléments en Tableau 
et en faire la somme d'après une loi arbitraire. 

127. Revenons aux suites absolument convergentes. Pour en 
obtenir la somme s on peut ranger leurs éléments dans un ordre 
arbitraire, et même en groupes ayant chacun une infinité de 
termes (p. 1 17). 

Dès lors, si on les dispose en Tableau dans un ordre quel- 
conque, d'abord chaque ligne, illimitée ou non dans les deux 
sens 

forme une série absolument convergente. Soit Sp sa somme. 

Puis la série formée par les sommes Sp converge absolument 
et a pour somme s. 

Ainsi la divergence d'une seule ligne (ou colonne) entraîne la 
non convergence absolue du Tableau. 

Réciproquement : 

i^ Étant donné un Tableau à termes positifs ou nuls, il suffit, 
pour sa convergence absolue, qu'à chaque ligne corresponde une 
série convergente, et que la série formée par Tensemble de ces 
séries soit elle-même convergente. 

En effet, soit s la somme de cette dernière série : la somme 
d'autant de termes que l'on veut, pris dans le Tableau, croît 
lorsqu'on en augmente le nombre, sans jamais dépasser s. 



(*) Exemple. — En ce sens, la série double 

(_,)t+k 
"it = ï ( I, A" = o, 1 , 2, . . . ) 

I 

converge et a pour somme - • 
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2^ Étant donné un Tableau à termes quelconques, il ne suffit 
pas que chaque série Sp converge absolument, ainsi que la série 
formée par ces sommes Spy pour que Fon puisse affirmer la con- 
vergence absolue du Tableau (*). 

,1S8. Pour un Tableau qui converge, mais ne converge pas 
absolument, les démonstrations sont moins simples : énonçons 
quelques résultats (^). 



(^) Ces remarques sont dues à Cauchy {Œuvres, a* série, t. III, p. 444)* 
Le théorème dit de Cauchy (p. 128, note) en est un cas particulier. En eiTet, 
à deux séries simples absolument convergentes, ayant pour terme général u^ 
et u^y et pour sommes s et s\ correspond un Tableau absolument convergent, 
tel que la ligne de rang p ait pour éléments 

Dans ce Tableau, faisons la somme des éléments par lignes, puis la somme des 
lignes : on a pour résultat ss'. Aussi ss' représente la somme des éléments du 
Tableau groupés dans un ordre quelconque, et en particulier par diagonales, 

(') Cf. Stolz, m. a,, t. XXIV, p. 157. — pRiNQsiiEiM, Mémoires de l'Aca- 
démie de Munich, 1897. 

Si un Tableau, ayant ses lignes convergentes, est proprement divergent, il en 
est de même de la série formée par les sommes de ses lignes. Un Tableau peut 
converger, ainsi que la série formée par les sommes des termes des diagonales, 
sans que les lignes convergent. Un Tableau n'est jamais convergent lorsque 
chaque ligne et chaque colonne converge, mais que les séries formées par 
l'ensemble des lignes et Tensemble des colonnes, tout en convergeant, ont des 
sommes différentes. 

Exemple. — Un Tableau (a) pour lequel «««= diverge; néanmoins 



lim / lim s\ = I, lim / lim = s„A 



= O. 



Enfin, un Tableau peut converger sans que les termes d'une ligne (ou colonne) 
tendent vers zéro quand on s'éloigne indéfiniment sur la ligne. 

Exemple. — Un Tableau (w) pour lequel 

«m«= ^-7 — - — ^1 • — :) (a> i; m, /i = o, I, a, ...) 

"•" a(a-i-i)\a'" a*/ 

converge : or on a 



Wm«=(-0' 



im+H 

'm» 



Va*" a" / 



(sauf pour les termes de la première ligne et ceux de la première colonne). 

Donc les termes ne tendent pas vers zéro quand on s'éloigne- indéfiniment sur 
une ligne. 
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Considérons un pareil Tableau; soil s sa somme : 

!** Quand chaque ligne converge la série formée par les 
sommes des lignes converge et a pour somme s. 

2** Si chaque ligne et chaque colonne convergent, ainsi que 
la série formée par les sommes des termes des diagonales, 
cette dernière série a aussi s pour somme. 

3" Si chaque ligne et chaque colonne convergent ou oscillent 
entre des limites finies, il en est de même de la série formée 
par les sommes des termes des diagonales. 

Enfin, la condition nécessaire et suffisante pour qiCun Ta- 
bleau converge, quel que soit V ordre de rangement de ses 
termes, c'est qu'il converge absolument (*). 

129. La convergence uniforme d'une série double (5), absolu- 
ment convergente sur un ensemble fermé, est définie par celle de 
la série simple correspondante. Dès lors, si en dérivant la série (5), 
on obtient une série (cr) à termes continus, absolument et uni- 
formément convergente dans l'ensemble, cette série (o-) est dans 
cet ensemble la dérivée de (5). 

130. Pour décider de la convergence d'une suite double, sou- 
vent on procède par comparaison. 



(*) Comparons ces théorèmes avec les propositions relatives aux intégrales 
doubles étendues à un champ infini : 



i" Posons 



I -JJf{x,y)dxdy, J = fj\f{x,y) | dxdy. 



Dans les séries multiples absolument convergentes, Tordre de rangement des 
termes est indifférent. De même si l'intégrale J étendue à un champ infini a une 
limite, c'est-à-dire si l'intégrale I converge absolument, on peut étendre à un 
champ infini cette intégrale, sans se préoccuper de la manière dont le champ 
grandit. 

Dans les séries multiples semi-convergentes, il faut tenir compte de Tordre des 
termes. De même, quand l'intégrale J n'a pas de sens, Tintégrale I peut avoir 
seulement des valeurs qui dépendent de la loi adoptée pour étendre à l'infini le 
champ d'intégration. 

a° A une intégrale convergente de champ infini correspondent une infinité de 
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1° Une suîle à termes posilîfs ou nuls est convergente quand 
ses éléments ne dépassent pas ceux d^une autre suite convergente 
à termes positifs. 

2® Une suite absolument convergente reste convergente, quand 
on multiplie ses éléments par des facteurs bornés. 

13i. Une règle, due à Cauchy, relie la convergence ou la diver- 
gence de certaines séries à termes positifs à la détermination 
d'intégrales de fonctions positives décroissantes, étendues à un 
champ infini (*). 

En voici Pénoncé dans le cas des séries doubles : 

Etant donnée une fonction u{x^y)^ positive à l^ exté- 
rieur d'une courbe fermée C, allant en décroissant quand 
le point (.r, y) s'éloigne de l^origine, et tendant vers zéro 
quand il s'en éloigne indéfiniment, suivant que Vintégrale 



^ = f f u(x, y)dxdy, 



séries convergentes; la réciproque n'est pas vraie. Montrons-le pour une inté- 
grale simple. 

La convergence de l'intégrale / f{x) dx entraîne celle de la série 



' f{x)dx-\-j /{x) dx -¥-.,, -h f /{x)dx-h... 

/a < a,<. . .< a,<. . . ; lira a„ = oo\. 

Réciproquement, soit /(j?) = cosa:: a^= m:. La série ci-dessus converge, 
bien que l'intégrale n'ait pas de sens. 

3* Rappelons que, si dans toute série convergente le terme de rang n tend vers 
zéro, au contraire dans une intégrale convergente à limite infinie, même à été- 
ments tous positifs, la fonction f{x) peut ne tendre vers aucune limite, et 
même augmenter indéfiniment un nombre infini de fois. ( Pour des exemples, 
cf. Gilbert, B, D., i888, p. 66.) 

(') Cauchy, Sur la convergence des séries [Anciens exercices de Mathéni. 

{Œuvres, 2* série, t. VII, p. 372)]. Cauchy s'en sert pour établir la convergence 

•0 

— (a>i) si souvent prise comme terme de comparaison, et Ric- 

mann {CEuvres, trad., p. 420) pour démontrer la convergence des séries 
pnpumtin infinies (n° 158). 



^ 
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étendue à la portion infinie de plan extérieure à la courbe C, 
a ou non une limite, la série 

^ . ( \k^ ^ prennent toutes les valeurs entièresX 

j^ ^ \ correspondant aux points extérieurs à G / 

est elle-même convergente ou divergente. 

Eq effet, supposons fini le volume que définît Tintégrale I. La 
série peut être considérée comme représentant un volume plus 
petit : celui d'une somme de parallélépipèdes ayant pour bases des 
carrés dont les côtés sont parallèles aux axes, ont pour longueur 
Tunité, et dont les sommets sont extérieurs à la courbe C. Leurs 
hauteurs respectives sont égales à la valeur du terme t^d^, v) cor- 
respondant dans chaque carré de base au sommet de coordon* 
nées ([J^,v) le plus éloigné de l'origine. Cette somme va en crois- 
sant avec le nombre des éléments de la suite sans dépasser une 
grandeur fixe, le volume L Donc la série est bien convergente. 

Pour obtenir la conclusion opposée dans le cas où le volume f 
est infini, on donne pour hauteur à chaque parallélépipède la 
valeur du terme {/([x, v) qui correspond au sommet de son carré 
de base le plus voisin de l'origine. 

132. Exemple. — La série 

^ ([x«-l-v*)« \ fi = V = o exclus / 

converge pour a > i ; sinon elle diverge (aj o). 

En effet, la règle de Gauchy, ici applicable, conduit à étudier 
l'intégrale 



I 



=// 



dx dy 



étendue aux points extérieurs à une circonférence de rayon arbi- 
traire r, décrite de l'origine. 

L'inlroductioù des coordonnées polaires donne 



lit -R , ^R 



</p _ r" ^p 



-i^i^—i 



>îa-i 
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eiLpressîon qui n'a de sens, pour R infini, que dans Thypo- 
thèse a>i {*). 

A la série que nous venons d'étudier se ramène la série 

.^ (a{jt*-f- 2 6{xv -+- cv*)* \ fi = V = o exclus / 

lorsque la forme quadratique qui y figure est définie et posiliçe, 
c'est-à-dire si a et ac — b^ sont positifs. 

En effet, pour vérifier la convergence de cette série dans l'hypo- 
thèse a>-i, il suffit de montrer que Ton peut toujours trouver 
un nombre positif Ar, tel que l'on ait, pour tout système de valeurs 
de [X et de v, 

ou bien 

(a — A:)p.'-h îôjjiv -4-(c — X)v*> o. 

C'est ce qui a lieu si l'on définit k par les conditions compatibles 

a> A:>o, (a — X:)(c — À:) — é>»>o. 

En particulier, soient co et co' deux nombres dont le rapport 
soit imaginaire : la série 

2' I /|JL, V = o, ±1, dr 1, .. . \ 

(2|JLa> 4- avw'j* \ |JL = V = o exclus / 

est convergente. Voici du reste comment Eisenstein ramène cette 
série à celle étudiée au début. 



(') Si l'on veut, évitant toute interprétation géométrique, ranger linéaire- 
ment les termes, on dira : fîzons leur ordre de placement en partant de l'équa- 
tion I (i- 1 + I V I = e, où 6 désigne un entier positif. Écrivons successivement les 
quatre termes, les huit termes, ..., qui correspondent à e = i, 2, ... et réunis- 
sons en un élément unique les ^e termes relatifs à chaque valeur de e. Il suffit 
d'établir la convergence de la série ainsi formée. 

Or, pour chacun des termes figurant dans un de ses éléments, on a 

4 

donc les éléments eux-mêmes sont compris entre -V et ' « La série de terme 

général c*~^« converge pour a > i, et diverge pour a < i : il en sera de même de la 
série considérée. 
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Considérons p. et v comme des coordonnées cartésiennes et 
désignons par ia le grand axe de Tellipse 



"î — 



1\Uii -4- 2VtO I' = I 

(cette ellipse existe bien en vertu de Thypothèse sur le rapport 
des nombres o) et co'). En tous ses points, on a 

jx'-h v*^ 4 a* I 2 [jioj -H av(i)'|'. 

Cette inégalité, homogène en a et v, subsiste si Ton remplace |x 
et V par des grandeurs proportionnelles. Donc, non seulement 
sur l'ellipse, mais en tout point (ix, v), on a 



I -2 11(1) -t-'2VU)'|» , , , -J 

La série ayant pour terme général Texpression écrite au second 
membre est convergente; donc il en est de même de la série pro- 
posée (*). 

133. Séries multiples. — Les éléments des suites à 2 ou 
à p indices forment un ensemble dénombrable. Dès lors, il n'y a 
pas de diflerence entre la théorie des séries doubles et celle des 
séries multiples, puisque, dans les deux cas, aux éléments de la 
suite on peut faire correspondre d\ine manière uniioque les 
termes d^une suite linéaire infinie. Celte correspondance éta- 
blie, on posera 

Une suite p^^^^ est convergente pour une disposition particu- 
lière de ses termes, si la série simple correspondante (p) con- 
verge. Elle converge absolument, si Tune des séries {y^ converge 



(') Ces séries, comme celle du numéro suivant, sont appelées séries d*Eisen- 
stein. Ce géomètre s'en est occupé à propos de la représentation des fonctions 
elliptiques par des quotients de produits infînis, dans son Mémoire : Genaue 
Untersuchung der unendlichen Doppelproducte . . . und Doppelreihen {J. de 
Cretle, t. 35, 1847). ^f- aussi HuRwiTZ, Ueber Biemann's Convergenzcriterium 
{M. A., t. XLIV, iS(j\). 
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absolument. On peut alors y faire tous les groupements de termes 
indiqués page 117 (*). 

Il est parfois commode d^maginer les termes placés dans les 
cases d'un parallélépipède rectangle à p dimensions ouvert indé- 
fini, ce qui permet de regarder un Tableau convergent, mais 
non absolument convergent, comme ayant une valeur unique 
(p. 201). 

Le théorème de Cauchy (p. 2o5) s'étend aux séries multiples. 
Comme exemple, généralisons la série d'Eisenstein et étudions 
la somme 

^ ((jL}-i- [ji|-H.. .-+- fxj)» \ |jii = ...= |jip= o exclus / ' 
L'intégrale de comparaison à introduire 

r r c ^^\ dx\ . . . dxp 

J J "J (a:î-ha7|-4-...H-ar«)a' 

pourra être exprimée en généralisant la transformation 
0? = p sinO sini]/, ^ = psinO cosij/, 2 = pcosO, 



(') On obtient pour les séries représentant des fonctions des domaines de 
convergence en général beaucoup plus étendus en substituant à la notion de 
série multiple la notion de série n fois infinie. Voici la définition qu'en donne 
M. Mittag-Leffler. Au symbole 



),,= X,=:0 X„=0 

associons les séries simples 



^« 



X»=o X»-t=o 



X, = o X,= o 

Lorsque toutes ces séries convergent pour une certaine valeur des variables, on 
dit que la série u est une série n fois infinie convergente pour cette valeur; 
lorsque toutes ces séries convergent uniformément dans un domaine commun 
situé à l'intérieur du domaine d'existence des éléments <^x, ...x»> ^'^ ^^^ 4^^ ^^ 
série u est une série n fois ironie uniformément convergente dans ce domaine 
{A, M.,l. XXIV, p. 189). 

F. i4 
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c'est-à-dire en posant 

Xp =pcosôp_i, 



Xp-i = p s 
^p-i = P s 



Xz = p s 
Xt = p s 
a?, =ps 



nOp^i cos6j9— Sf 



n6p-i sinOsCOsOs, 

n^p-i sin6s sinôi cosO], 

nOp-i sinO) sinOt sînôi. 



On en déduit 

en désignant par J le jacobien quUntroduit le changement de 
variable. Par suite, l'intégrale de Cauchy, étendue au champ 
compris entre deux sphères de rayon r et R 

se comporte, R croissant indéfiniment, comme Tinlégrale 

R 



/ 



do 



>ia— p-«-i 



Elle a un sens pour a a > /? ; elle diverge pour 2 a ^p . 
En raisonnant comme au n° 132, on en déduit que la série 

2' I /fJli, . .., fXp = 0, =t I, ifc -2, . . .\ 

[ç([A,, ...,iip)]a V {Al = ...= fXp=o exclus ^ 

où <p désigne une forme quadratique définie toujours positive, 
converge si 2a surpasse p (voir Picard, Analyse, t. I, 2" édit., 
p. 292). 

134. Plus généralement, soit ç une fonction continue homo- 
gène de degré 2 a des indices 1x4 , . . . , [x^, ne s' annulant qu*au 
point [jL| = . . . [JL^= o; et A une fonction des mêmes indices, 
de degré inférieur à 2 a. La série 

^f I /les termes pour lesquels ? -h '{'X 

JLà (p -h 4^ \ serait nul sont exclus / 

est convergente si 2 a surpasse p. 
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En effet, regardons [jL|, ..., [x^ comme des variables et don- 
nons-letir tous les sj^stèmes de valeurs réelles satisfaisant à Téga- 

lilé 51 F^*^ ^^ ' • (^^ courbe correspondante remplace Tellipse con- 
sidérée p. 208.) Pour ces valeurs, la fonction 'f, dont le signe est 
constant (car cp ne pourrait changer de signe qu'en s'annulant) el 
qui demeure finie, reste comprise entre deux nombres fixes; il en 

sera de même du rapport cp : ( 2l^w P^"^ '^^ valeurs des [x con- 
sidérées, et dès lors pour toutes les valeurs des [jl, puisque ce 
rapport est une fonction homogène de degré zéro des variables |ji. 
D'autre part, dès qu'une variable [x augmente indéfiniment, le 

rapport A : ( TjH''/ ) ^^"^ ^^^^ zéro, à cause du degré de ^. Donc le 

rapport ('f -r '}) : ( 51l^' / ^6'"^"^*^? ^ partir de valeurs suffisam- 
ment grandes des jjl, compris entre deux nombres fixes, et les séries 



sont convergentes ou divergentes en même temps,^Donc la pre- 
mière converge pour îîa>/?, et diverge pour 20L^p ('). 

§11. — SÉRIES ENTIERES A PLUSIEURS VARIABLES. 

Les théorèmes qui précèdent sur les séries multiples conduisent 
à de nouvelles propriétés des séries entières à une variable; en 
les appliquant ensuite aux séries entières à plusieurs variables, 
nous généraliserons plusieurs propositions établies dans le cas 
d'une variable. 

135. Soient z, z -{- h deux points du domaine de convergence 
d\ine série entière ^{^)', R son rayon de convergence. Po- 
sons I ;5 1 = Ç, I A 1 = Tj, \an\ = 0Lfi, Nous allons ordonner la série 

j 9(z -h h) = ao-hai(z ■+- h) -h. . . 

( -T-art(z'»-H /i^'*-i/i-h. ..-h A") -+-.. ., 



(') Ce théorème est dû à M. Jordan. Cf. Analyse, a* édition, t. I, p. 3o4. 
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suivant les puissances de A, et montrer que la série obtenue 

i' $i(A) = (ao-h atz -h . . .) -^ {ai-{- 2afZ -h . . .) h 
j -h ('jtaj-h 2. >aaZ -f-. . .) h... 

est convergente dans le domaine ^-h'fï<. H) et a même somme 
que la série 9{z + h). 
Considérons le Tableau t 

lai/i, 2(1% h z, .... nafihz^~^t ..., 

I .2 



// converge absolument, car le Tableau t formé par les mo- 
dules des éléments du Tableau t a pour somme, quand on addi- 
tionne les termes de chaque colonne puis les colonnes entre elles, 
la série de terme général a„(Ç + t,)", convergente par hypothèse. 
Dès lors, si Ton fait la somme des termes de chaque colonne 
du Tableau t, puis la somme des colonnes, ce qui donne la 
série 9(z -H A)» le résultat est le même qu'en additionnant les 
termes de chaque ligne et en additionnant les sommes trouvées, 
ce qui donne la série $« (A) (p. 202). 

Corollaire. — Soient $'(5), $"(^), ... les dérivées de la série 
donnée. On a (p. iSg) 

9\z) = ai -h 2aiZ -h 3aj5*-t-. . .-+- nanZ'*~^-h» . ., 
$''(^) = 2atH- 2.3.a3-s -h. . .-4- n(n — i)art«'*""'-+-. .., 

Dès lors, en égalant les développements (i) et (2), on obtient 
la formule de Taylor 

(3) $(5^A) = *(z)4-^$'(-«)-t-...-f-^$«(-5)-h..., 

I lit . 

à laquelle la substitution (2, 2 + A; a, 5) donne la forme 

(^ette relation met en évidence la possibilité de substituer à la 
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représentation analytique d'une fonction par une série en- 
tière ^(s) une infinité d'autres séries de puissances 9(z — a) : 
il suffit que les points a et ^ appartiennent an domaine de conver- 
gence de 9(z). Cette infinité n^est pas dénombrablcy puisque a 
est arbitraire dans le cercle R (* ). 

136. De là ce théorème : 

Deux séries de puissances ^ï!(z — a), 9{z — ft), dont les 
cercles de convergence ont une région commune (B, coïn- 
cident dans toute cette région^ si elles ont même valeur sur 
un arc continu de courbe passant par un point c de (Q (ou 
simplement sur un ensemble infini ayant le point c pour point 
limite). 

En effet, joignons le point c à un point arbitraire / de CD par un 
arc de courbe y intérieur à (ô : il est toujours possible de choisir y 
de façon que la plus courte distance p d'un point quelconque dey 
aux circonférences des deux cercles de convergence ne soit pas 
nulle. 

Aux séries ^(z — a), $(3 — b) on peut respectivement sub- 
stituer des séries ^£(z\a, c), 9(z\b^c) qui procèdent suivant les 
puissances de z — c, et coïncident avec les premières séries au 
moins dans le cercle de rayon p décrit de c. Dès lors, en vertu de 



(*) i" Cette formule conduit à une démonslration directe de la continuité 
des séries entières (p. i33). Reprenons l'égalité (3) 

Le second membre, série entière en /i, peut descendre au-dessous de tout 
nombre donné, dans tout le cercle de convergence; donc $(z) est continue dans 
ce cercle. 

2* Elle donne aussi une démonstration directe du théorème sur la dérivation 
des séries entières (p. i38). Il suffit d'écrire la formule (3) sous la forme 

La série que nous avons appelée dans le texte ^'{z) est bien la dérivée 
de ff (^), puisque le second membre de l'égalité (4)i série entière et dès lors 
fonction continue de h pour h=.o, tend vers ^'{s) quand h tend vers o. 
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rhjpothèse, les deux dernières séries coïncident le long d'un arc 
de courbe passant par c; il en sera de même (p. i4i) dans tout le 
cercle de centre c et de rayon p. 

Donc, dans ce cercle, les séries ^S{z —a), ^{z — b) ont aussi 
même valeur. 

En prenant sur la ligne y, entre c et /, un point d intérieur au 
cercle de rayon p décrit de c, on verra que les séries coïncident 
dans un nouveau cercle décrit de es^; et ainsi de suite jusqu'à ce 
que l'on parvienne en / (*). 

137. Arrivons aux théorèmes concernant les séries multiples : 
pour simplifier les notations, nous prendrons seulement deux 
variables. 

Théorème I. (Théorème d'Abel généralisé.) — Si une série 
entière a, pour un système de valeurs (so, Uq) des variables, 
les modules de ses éléments inférieurs à un nombre positif 
fixe L à partir de certaines valeurs des indices, cette série est 
convergente dans le champ double formé par deux cercles C 
et r, décrits de l'origine avec les rayons 1 2„ | = /-q e^ | Mq | = po. 

Soit anin^"*u" le terme général de la série; considérons le 



(^) Le même raisonnement montre que deux fonctions, holomorphes respecti- 
vement dans deux domaines (Ç) et (£)' ayant en commun une région 6 d'un seui 
tenant, coïncident dans tout le domaine 6 et dès lors se continuent l'une l'autre 
(Cbap. V) si elles ont même valeur sur un arc continu de courbe intérieur à 6 
(ou encore si elles ont même valeur ainsi que leurs dérivées en un point inté- 
rieur à 6). 

Dés lors une fonction holomorphe ne peut être nulle ou plus généralement 
constante sur un arc continu de courbe, ou plus généralement sur un ensemble 
infini contenu dans un domaine fini| puisqu'un pareil ensemble a un point limite 
intérieur au domaine (voir aussi n** 228). C'est sur ce dernier théorème, dont le 
principe se trouve dans les Œuvres de Gauss (t. V, p. 323) et que Riemann a 
formulé {Œuvres, trad., p. 33), que repose le prolongement analytique. 

Comparons les fonctions algébriques et les fonctions holomorphes. Une équa- 
tion algébrique de degré n ayant plus de n racines est une identité; par suite, si 
l'on se donne les valeurs d'une fonction algébrique pour une infinité de valeurs 
de la variable, cette fonction est entièrement déterminée. Il y a dépendance 
entre tes diverses parties d*une courbe algébrique. Quant à la fonction holo- 
morphe, si elle peut avoir une infinité de zéros, elle ne peut en avoir une infinité 
continue : il y a donc aussi une sorte de solidarité entre les valeurs de ta 
/onction dans les diverses parties de son domaine d'existence. 
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^l5 



Tableau t 



«00, «lO-^» «lO-S*, 



• • • • 



• • 1 



ao«M", ai„5a«, aia^s^a», 



O/nO'»'", 
••••••••l 



et le Tableau t formé par les modules de ces éléments 



Par hypo- 



thèse, quand m et n surpassent des nombres fixes, on a 



l«mn'8o'W?|<Li l«/fl»|< 



'^Q Po 



Soient r et p des nombres arbitraires inférieurs à Tq et à po* 
Dans le Tableau /, en tout point (Zj u) tel que 



wl^p<Poi 



le module du terme général est inférieur à L( — ) ( ) ' ^^^ 

lors, dans le Tableau t, la somme des éléments d'une colonne 
n'atteint pas (ou peut être regardée comme n^atteignant pas) 



n=0 1 — 



Po 



et la somme des colonnes est inférieure au nombre fixe 



Le Tableau t est donc convergent, et le Tableau t absolument 
convergent. 

La série converge, absolument et uniformément, dans le champ 
double formé par deux cercles de rayons inférieurs à r© et po, et 
sur leurs circonférences. 

En particulier, si une série entière converge en un point (^oj "©)> 
elle converge absolument et uniformément dans le champ dont on 
vient de parler. 

Corollaires : 

L Ce théorème prouve Texisteace de rayons de convergence 
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associés en nombre infini, c'est-à-dire d'une infinité de couples 
de nombres tels que la série converge dans l'ensemble |5]<cRy 
I w I -< ^, et diverge à son extérieur {voir n® 143) ( ' ). 

II. On peut disposer dans l'ordre que l'on veut les termes d'une 
série entière convergente, par exemple l'ordonner par rapport à 
l'une des variables : les coefficients des puissances de cette variable 
seront des séries entières par rapport aux autres variables, conver- 
gentes dans le domaine considéré. 

III. Relativement à une série entière convergente ç(^, a, .. .), 
une série entière ^{z^ «, ...) est dite majorante, lorsque ses 
coefGcients sont réels, positifs et supérieurs ou égaux aux modules 
des coefficients correspondants de la série œ. 

Les fonctions -— -, (M désicrnant le mo- 

dule maximum du terme général de la série entière) employées 
par Briot et Bouquet et par Weierstrass conduisent à des séries 

majorantes relativement à la série ^^amnZ^u^^ (")• 

138. Théorème II. — Une série entière, convergente dans 



(*) Ainsi, comme pour les séries simples, la convergence dépend des modules 
des variables. 

Le théorème d'Abel n'a plus d'analogue pour les séries entières ayant comme 
éléments des polynômes homogènes par rapport à plusieurs variables réelles : de 
la convergence d'une pareille série en un point {x^^y^)^ on ne peut déduire sa 
convergence dans l'ensemble | â; | < | â7« |, |^| < I Xo |t au moins si les modules 
des termes a^x^y^^^ ne restent pas, au point {x^y y,), inférieurs à un nombre 
fixe (n» 310). 

(') Pour indiquer qu'une série ^ est majorante relativement à 9, on écrit 

(1) ?(«, M)<+(-8, M). 

Plusieurs des règles ordinaires du calcul s'appliquent aux séries majorantes. 

Ainsi, des inégalités du type (i) étant données, on peut additionner et multi- 
plier des inégalités de même sens; on y peut remplacer les variables au premier 
membre par des séries s et au second membre par des séries majorantes rela- 
tivement à «; on peut les différentier par rapport à l'une des variables, ou les- 
intégrer par rapport à l'une des variables en prenant o comme limite inférieure 
d'intégration (PoiNCARBy Méthodes de la Mécanique céleste, t. I, p. 48). 

Les fonctions majorantes de Weierstrass jouent le même rôle que celles de 
Gauchy ; mais elles sont d'un maniement plus commode. 
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un champ double {Q*^ V) donne naissance par dérivation à une 
infinité de séries entières convergentes dans le même champ. 

En effet, de la série convergente 

9U, w)=2a;„„^"»M'» (|>5l</-o; i«|<po), 
déduisons, par exemple, la série 



dz Jkd 



mn 



mz'^^^u". 



Elle converge et a au moins même champ de convergence que 
la série $, car le Tableau formé par les modules de ses éléments a 
une somme qui ne dépasse pas (L ayant le même sens que précé- 
demment) 

•^" '0 ro 

et cette dernière série converge, comme étant le produit des 
séries convergentes 

— 7^ — ' 2d^^ (r<ro;p<po). 
/^o ^" Po 

Du reste, la série formée est bien la dérivée par rapport à z de 
la série 9, comme on le voit, en ordonnant par rapport à z cette 
série multiple et en appliquant à la série simple formée la règle 
donnée page iSq. 

Ceci est vrai quels que soient le nombre des variables et l'ordre 
des dérivées considéré. 

139. Nous avons traité (p. 211) un cas particulier de ce pro- 
blème : soit S une série ayant pour éléments Um des séries entières 
convergentes, elle-même convergente dans le voisinage de l'ori- 
gine; posons 

S = U H" U 1 -^ • • • ~»" tJ m "^ • • • 

• T (/W = O, I, . . . ), 

et formons le Tableau 



«00, «01 «, flOï-Z'» •••. «0/»"5"» 
/^x ; «10, «11^, «U-*, •.- «In-S», 



• • « 



• » 



121 8 LIVRE I. — CHAPITRE III. 

La somme des éléments par colonnes et par lignes est-elle la 
même? 

Quand le Tableau converge absolument, les théorèmes de 
Cauchy (p. 202) résolvent immédiatement la question (*). 
Qu'arrive-t-il dans les autres cas; et même, lorsque le Tableau 
converge absolument dans un domaine, la sommation par colonnes 
n'est-elle pas légitime dans une région plus étendue? En d'autres 
termes, à quelles conditions : i^ la série S est-elle développable 
en série entière; 2** les colonnes du Tableau sont-elles conver- 
gentes; 3° leurs sommes donnent-elles les termes du développe- 
ment? 



(') Cf. Cauchy, Œuvres, 2* série, t. X, p. 77. Les Tableaux absolument con- 
vergents se rencontrent fréquemment. 

Exemple. — Soit la série de terme général 

U„ — e-"' e"' -- e-"* ( 1 H ! . . .H r- -h . . . V. 

V I p\ j 

Chaque série U„ converge absolument dans tout le plan, ainsi que la somme 
des séries formées avec les modules des termes des éléments de U„ (car la 
racine /i**"* du terme de rang n tend vers zéro pour n infini). On peut donc, 
quel que soit 2, remplacer la série donnée par une série entière obtenue par le 
procédé indiqué. 

De même, les séries ( | ^ | < i) 

z z^ z^ z z^ z^ 



-h 



l — z I — Z^ I — 5* I — Z"^ I — -5* l — ^* 

ont la même somme, comme représentant un même Tableau absolument con- 
vergent évalué par colonnes et par lignes. 
Au contraire, soit la série 

« = 

Chaque série U„ converge pour | z | < 3, et la série S converge uniformément 

z — I ^ 

« = A: < I, c'est-à-dire pour les valeurs de z dont la partie réelle est 

inférieure à 2. Aussi le théorème de Weierstrass permet le développement en 

série entière au moins dans tout le cercle \z\ =2, tandis que les théorèmes de 

3 
Cauchy n'assureraient la convergence du Tableau que pour les valeurs | 2 | < — • 

Cf. aussi Prinqsheim, M. A., t. XLII, p. iSg. 



pour 
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Weierstrass a donné une condition siijjîsante pour qu^'l en 
soit ainsi ('). 

Théorème III. — Lorsque chaque série 15 m converge dans 
un cercle décrit de V origine, et que la série S converge uni- 
formément sur toute circonférence intérieure à ce cercle y 
la valeur de la série S à l'intérieur du premier cercle s'ob- 
tient en faisant par colonnes la sommation des éléments du 
Tableau, 

Lemme. — Une limite supérieure des modules des coefficients 
des termes d'une série entière ^^a/jZ" est donnée par Finégalité 

où N désigne le module maximum de cette série sur la circonfé- 
rence d'un cercle de rayon r, concentrique au cercle de conver- 
gence et de rajon moindre (^). 

1^ Traitons d'abord la question pour une expression f (2) d'un 
nombre limité de termes 

ç(^) = ao-J- as'^-t- ai -5"*! -4-. . ., 



(^) Aa n* 234, cet important théorème sera établi par les procédés plus rapides 
de Cauchy; il suffirait de rapprocher les propositions des n" 177 et 233, si Ton 
voulait seulement prouver la possibilité du développement de S en série entière. 

La démonstration de Weierstrass se trouve dans son Mémoire : Zur Functio- 
nenlehre {Œuvres, t. II, p. aoi ; trad. B, D., 1881, p. 157). C/. aussi Tannery 
et MoLK, Éléments, etc., t. I, p. 53. 

De mèmei une série ayant pour éléments des séries entières 



I 



flv, . • . ûvp -S j > • • • -«p j 



si elle converge absolument et uniformément, ainsi que ses éléments, dans le 
voisinage du point (o, . . ., 0), peut être remplacée par une série entière multiple 
obtenue en mettant à la' suite les uns des autres les termes de même degré 

appartenant aux diverses séries entières \^ [Weierstrass, Zur Théorie der 

Potenzreihen {Œuvres, t. I, p. 71)]. 

Il y a un théorème analogue pour les produits infinis : un produit infini uni- 
formément convergent dans un cercle, dont chaque terme est dans ce cercle 
développable en série entière, est lui-même dans le même cercle développable en 
série entière. 

(^) Ce lemme, dû à Cauchy, résulte immédiatement de la considération 
d'intégrales (n* 181) : dans la démonstration donnée ici, les séries entières 
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dans laquelle m^ m^j . . . , sont des entiers arbitraires, positifs ou 
négatifs (non nuls) et étudions la moyenne de ses valeurs en des 
points de la circonférence de rayon r décrite de l'origine, dont 
nous ferons croître le nombre/) indéfiniment. On peut déterminer 
une quantité o>, ayant pour module Tunité, telle que ses puis- 
sances (*)'", o)'»!, ..., soient toutes différentes de i, puisque le 
nombre des racines des équations 

n'atteint pas |ml -h |mi \-\-. . . , et par suite est Jîni. <o étant ainsi 
choisi, les points de la circonférence /* s'obtiendront en posant 
z --r roi^, X désignant un entier positif. 
Considérons le terme az'^ et la somme 

p-i 

Quand p est fini, sa valeur est : elle tend vers zéro 

pour/? infini puisque l'on a | o>/"" — 1 1 ^ a et o)'»^ i . En appliquant 



interviennent seules. Servons-nous-en ^our préciser le théorème démontré p. i4o. 
que Ton peut énoncer ainsi : 

Une série entière, qui n'est pas nulle à Vorigine, ne s'annule pas dans son 
voisinage» 

Appelons r un nombre positif inférieur au rayon de convergence de $(2): 
N le module maximum de cette série sur cette circonférence r, et Ç le module 
d'un point z situé à son intérieur. La combinaison des inégalités 

\a,z-\- a^z^-^. . . I ? I a, I ; -+- I flal ;» + . . ., | a.| ^ Nr— 
donne 

|te(«)-a,| = N(^ + §+•••)• 

La série ne s'annule pas tant que Ton a 

\9{z)-a.\<\a.\ ou N^<!a,|, 

ou 

\a.\r 



Ç 



N-Ma.l 



On peut donc fixer le rayon d*un cercle à l'intérieur duquel la série n'a pas 
de racine. 
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celte remarque à chacun des termes de o{z)y on en conclut 



2*21 






— Oq. 



Le module de la moyenne des valeurs de la fonction ^{z) sur 
la circonférence r ne peut dépasser le module maximum N 
de f{z) sur cette circonférence^ on a donc 



et dès lors 



P: 



). = o 



5N, 



|ao|<N. 



'A'* Pour en déduire le lemme, écrivons 

Le rajon de convergence de la série ^{z) surpasse /*; aussi Ton 
peut choisir m assez grand pour que, dans la seconde parenthèse, 
la somme des termes ait un module inférieur à tout nombre 
donné, aux points J5|=:/" (p. ii4)- La première parenthèse est 
de même type que ^{z) : soit N| son module maximum sur la cir- 
conférence r; on a 

Comme N| n'est autre que r~''N, on a bien le résultat annoncé. 

140. Revenons au théorème. Soit R le rayon du cercle à l'in- 
térieur duquel chaque série U converge, et r un nombre inférieur 
à R. Nous avons trois points à établir : 

I® Chaque série an (cin= ^on-h «wi-H- • •) €St convergente. 

En eflet, à cause de la convergence uniforme de la série \^ U^ 

sur la circonférence r, à tout nombre positif e on peut faire cor- 
respondre un entier [x tel que l'on ait, pour | « j = r et m > [Ji, 



2". 

q = m 



e 



(/? = 1, 2, ...)• 
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Le premier membre de l'inégalité est le module de la somme 
d'un nombre /Ini de séries convergentes; on peut donc aussi, en 
groupant les termes par colonnes, l'écrire sous la forme 



^, (Cl/nn-^ «/n-virt-^. • •-+- 0,,n+pn)z"^ 



n=0 



S. 



Par suite e représente une limite supérieure du module d'une 
série entière, sur la circonférence /-; le lemme permet d'en con- 
clure l'inégalité 

qui prouve la convergence de la série a,i, 

'2^ La série ^ cinZ" converge dans le cercle R. 

En eflet, séparons chaque somme an en deux parties 

(m> |Jl). 

De même en faisant par colonnes la somme des éléments du 
Tableau t (p. 217), divisons-la en deux groupes formés, le pre- 
mier, par les m premières lignes, le second, par les lignes res- 
tantes, ce qui donne 

^, ^«-5" = <^mo -^ ^mi Z -r-. . .-h CT,n«-5" -r- . . . 



« = 



PmO -t- Pml -5 H- • • • -r- pmn Z^ -H 



Ënfin, désignons par o* et p ces deux dernières séries. La 
série o-, somme d'un nombre fini de séries convergentes, est con- 
vergente dans le cercle R. En vertu de l'inégalité jp/ww |<e/'~", 
qui se déduit de celle que l'on a écrite tout à l'heure, la con- 
vergence absolue de la série p, aux points |5|<C/'5 résultera du 
premier théorème d'Abel. 

Donc la somme «r-f- p converge aux points |5 1 < r, et par suite 
dans l'ensemble 1 5 1 <r R. 



3** Dans le cercle R, les séries S et^^ anZ*^ ont même valeur. 
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En eflet, prouver l'identité 



•2-23 



7=0 



q = m 



/i = 



n=:0 



revient à établir que l'expression 



8- 



2^9-2^'"'*^'* 



v = 



= /rt 



ii = « 



{n^> Ht), 



obtenue en laissant de côté des parties communes (les m premières 
lignes du Tableau) tend vers o. Or, on a, pour |z| <C /' : 






7 = 



=. m 



/i = 



^9mnz^ ^2lp,„„5»|$;rz: 



« = 



i^' 



ce qui donne 



r-\z\ 



Le résultat énoncé est donc vrai en tout point intérieur au 
cercle de rayon r, et dès lors en tout point intérieur au cercle de 
rayon R. 

Corollaires : 

1. La série proposée a des dérivées de tous les ordres, qui 
s'obtiennent en additionnant les dérivées des éléments U et en 
ordonnant leur somme par rapport à z (voir aussi n^ 233). 

IL La substitution (z^z~*) montre qu'une série, ayant pour 
éléments des séries entières en^"* convergentes à l'extérieur d'un 
cercle C, et elle-même uniformément convergente à l'extérieur 
de G, peut être représentée à l'extérieur de G par une série entière 
en z~* formée par le procédé indiqué. 

Dès lors, soit S une série ayant pour éléments des séries pro- 
cédant suivant les puissances positives et négatives de ;; — a, toutes 
convergentes au moins dans la couronne déterminée par deux 
cercles décrits de a : si, dans cette couronne, la série S converge 
uniforn^ément, elle peut être ordonnée suivant les puissances 
positives et négatives de z — a. 
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141. Théorème IV. — Lorsque, dans une série entière à 
p variables ayant un domaine de convergence, on substitue 
aux variables des séries entières par rapport à q variables 
nouvelles, séries sans terme indépendant et ayant aussi un 
domaine de convergence, on obtient une série convergente 
dans un certain champ. 

Pour simpliGer les notations, prenons une série à deux va- 
riables Ç(m, u')y convergente dans le champ double (r, r'), et 
faisons-y la substitution 

u = 6| -5 -h 6i .5* -+- . . . , 

ces séries étant convergentes dans un cercle de rayon p. A la série 
transformée correspond un Tableau t à triple entrée (les indices 
se rapportent auK coefficients amn de ^S et aux exposants àe z) 
qui est absolument convergent. 

En eOet, les hypothèses sur la convergence des trois séries 
donnent 

^et L étant des grandeurs fixes. Introduisons les séries auxi- 
liaires 



mn 



Elles sont respectivement majorantes pour les trois séries don- 
nées, et permettent de former un Tableau t^ à triple entrée, ayant 
pour éléments les termes correspondant à ceux du Tableau t\ il 
suffit d'en établir la convergence absolue. 

Or la série qui représente u^ et u\ ayant pour somme 

on peut écrire 



(-?) 



mn * 
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Cette série est, à un facteur près, le produit des progressions 

^\rj /, 5\"'' ^\r'/ ( zy 
V~~9) " V~p) 

qui convergent, si leurs raisons n^atteignent pas l^unité, c'esl- 
à-dire si l^j est inférieur à la plus petite des quantités 

_pr_ pr' 



On connaît donc le rayon d'un cercle à l'intérieur duquel on est 
assuré de la convergence de la série ^, de celle des Tableaux (t 
et tj et enfin de celle de la série $ transformée ( ' ). 

142. Lorsque dans une série entière 

S = ao-T- «iM -H. . . 

convergente pour | m | < /', on remplace la variable u par une série 

entière 

u = 60-1- 6, s -r . . . = $(s), 

convergente pour |5l<; p, qui renferme un terme indépendant, 
peut-on encore ordonner le résultat par rapport k z? 

Pour cela, il faut évidemment que la série S transformée con- 
verge dans le voisinage de -3 = 0. Or, pour ces valeurs, u tend 
vers Ôq. Le point 60 doit donc être à l'intérieur du cercle de 
convergence de la série S. 

Cette condition est suffisante. En effet, si elle est remplie, la 
continuité de la série u permet de trouver un nombre p<, infé- 
rieur à p, tel que, aux points |-3[<; pi, on ait |a| <! /* — e, e étant 
un nombre /?05f7(/* suffisamment petit. Dans ce cercle de rayon pi, 



('; En résumé, les propriétés des polynômes qui n'impliquent pas la notion de 
degré s'étendent aux séries entières : on peut les additionner, les multiplier, les 
élever à des puissances entières positives (p. i36), les ordonner par rapport aux 
puissances de ^ — a (p. 212), y substituer à la variable une série entière relati- 
vement à une autre variable (p. 22/1) en les traitant comme des sommes d'un 
nombre limité de termes. 

Nous verrons (n*> 302) comment se pose la question de la divisibilité. 

F. t5 
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la série ^««5(5)" a les modules de ses termes inférieurs à ceux 

de la série numérique 2l^''l(^ — ^)"' ^^^ P^^ suite, elle con- 
verge uniformément. On peut donc lui appliquer le théorème 
de Weierstrass (p. 219) et l'ordonner par rapport à z dans le 
domaine | 5 | < pi ('). 

143. Pour terminer, étendons aux séries multiples le théorème 
de Gauchy-Hadamard (p. i36) et étudions les relations entre les 
rayons de convergence associés d'une série entière à plusieurs 
indices. D'une manière plus précise, soit apqZPu^ le terme 
général d'une série entière à deux indices (dans tout ce qui suivra, 
nous appellerons n leur somme/? + q)\ cherchons les valeurs des 
rayons associés R et îR, qui présentent un rapport positif 
donné k-^ {'^). 

Introduisons la limite supérieure pour n infini d'une suite de 
quantités réelles ^pq à deux indices : c'est une quantité L telle que 
l'on ait, si petit que soit un nombre arbitraire s 

la première inégalité étant satisfaite pour une infinité de valeurs 
de n supérieures à une valeur N, la seconde pour toutes les 
valeurs de n supérieures à N ('). 



(<) Il y a même un domaine de l'origine oCk le Tableau l 

«,6,-3% ih{à]-h 2b^b^)z' 



1 



^ •••« 

1 • •••» f •••» 



converge absolument (ce qui dispense dans ce domaine d'invoquer le théorème 
de Weierstrass). On établit cette convergence absolue par comparaison avec 
celle d*un autre Tableau, majorant par rapport à t. Du reste, suivant que Ton 
fait la somme du Tableau t par colonnes ou par lignes, on obtient la série à 
transformer et cette série sous la forme demandée. 

(') Lbmaire, B. D,, 1896. — Cf. aussi Bierxann, M, A.y t. X.LVII1. 

(') Dans d'autres questions, on considère la limite supérieure pour p et q 
infinis, c'est-à-dire pour p tt q cfiacun supérieur à N; ici l'on suppose seule- 
ment /> 4- ç > N. 
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Appliquons cette notion à Tensemble \/\ctpq\/\'^, et désignons 
par L(A') ou L sa limite supérieure pour n infini. 

Théorème. — Quel que soit k, les nombres 



forment un système de rayons de cons^ergence associés. 
En effet, de l'inégalité 

V\a,,tfk'i\<. Lh-£ (pour n > N), 

on déduit 

I \ /' / k \'f ^ 



-/>'/! (i7h)"( 



L-+- e 
ce qui prouve la convergence absolue de la série dans Fensemble 

On a de môme, pour des valeurs de n supérieures à tout nombre 
donné, 

V\apqk*i\>h — e, 

ce qui prouve, en renversant les inégalités précédentes, que le 
terme général de la série ne tend pas vers zéro dans l'ensemble 

hl>, :' I" 



On en déduit le résultat énoncé, puisque s est aussi petit que 
l'on veut. 

Remarques : 

I. L'élimination du paramètre k donne comme relation entre 
les valeurs de deux rayons associés 



rl(5).-.. 



II. Pour que la série entière converge quels que soient 5 et w, 
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il faut el il suffit que Ton ait 

lim sup. I y a f,q \ = o. 



n =■ » 



III. Il y a doute relativement à la convergence de la série, 
quand Tiin des points z, u vient sur la circonférence de Tun des 
cercles R, Jl. 

11 peut arriver qu'à une Viileur de R correspondent une infînité 
de valeurs de cR.. Par exemple, en prenant (R=i, ^<;2) ou 
bien (R <^ i , t'A. ^^ 2), on a des rajons associés pour la série 

entière qui correspond à la fonction , — -• 

§ ni. — Produits infinis multiples. 

Au lieu d'additionner les éléments d'une suite infinie, on peut 
les multiplier entre eux; aussi à la question des séries doit suc- 
céder celle des produits infinis multiples. Nous considérerons 
seulement les produits absolument convergents. 

Soit donc une suite infinie d'éléments à double indice un^; on 
peut, d'une infinité de manières, les ranger en suites linéaires. 
Prenons l'une d'elles; appelons iVi son terme général. 

Le produit doublement injini des facteurs 1 4- uik converge 
absolument lorsque la série de terme général r,, est absolu- 
ment convergente : la valeur du produit simple correspondant 
donne celle du produit double. 

Cette définition est indépendante de Tordre de rangement des 
éléments u. En efl'el, la convergence absolue d'une série Vn 
entraîne celle de toute autre série obtenue par un rangement 
quelconque des éléments p-,/* A la nouvelle série correspond un 
nouveau produit, qui est convergent et a même valeur que le 
premier (^on l'établirait comme au n" 81). 

Réciproquement, si en disposant dans un certain ordre les fac- 
teurs d'un produit double on obtient un produit simple absolu- 
ment convergent, la série correspondante converge absolument; 
donc le produit double converge et a une valeur indépendante de 
l'ordre de ses facteurs. 

11 est permis de changer l'ordre des termes de la série ç>« et 
Tordre des facteurs du produit correspondant. Aussi, dans un 
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produit absolumeDt convergent, on peut modifier l'ordre des fac- 
teurs, sans même s'astreindre à utiliser tous les facteurs à distance 
finie avant ceux dont Tindice est infiniment grand (p. 117) '.'1(* 
produit reste convergent et sa valeur ne change pas (*). 

Par exemple, si les termes du produit infini sont rangés en 
Tableau, on peut, sans changer la valeur du produit, grouper 
d'abord les facteurs correspondant aux termes de chaque ligne, 
puis faire le produit des lignes. 



SECTION II. 

APPLICATION AUX TRANSCENDANTES D'ORDRE SUPÉRIEUR. 



Comme exemples de transcendantes analytiques définies par 
des produits ou des séries multiples, introduisons les fonctions d^ 
Ç, p de Wéierstrass, et les fonctions thêta à un ou plusieurs 
arguments. Elles servent d^élément simple pour la représentation 
des fonctions méromorphes à un argument (ou à p arguments) 
ayant deux périodes (ou 2/? périodes) (=*); aussi nous dirons un 
mot de la périodicité. 



(') S'il y a des facteurs nuls, on les met à part, comme on Ta dit. 

(^) C'est en généralisant les fonctions circulaires inverses (arcsino:, arc tan g â;) 
considérées comme définies par des intégrales qu'Kuler fut conduit aux fonctions 
elliptiques : <« Par une combinaison qu'on peut regarder comme fort heureuse, 
quoique ces hasards n'arrivent qu*à ceux qui savent les faire naître » (Legendre), 
il établit la relation capitale dite formule d'addition. 

La périodicité de ces fonctions fut découverte simultanément (1827) par Abel, 
à Christiania (/. de C relie, t. 2) et Jacobi, à Kœnigsberg (Abel avait vingt- 
cinq ans et Jacobi vingt-trois) : ils arrivèrent directement, et non plus seu- 
lement par l'inversion d'inlégrales, aux fonctions doublement périodiques (vo</* 
n» 153). 

Quelque temps le nom de fonction elliptique fut réservé à trois transcen- 
dantes particulières introduites par ces géomètres (sn^, cn-js, dn2). 11 a paru 
naturel d'en étendre l'acception à toutes les fonctions jouissant des mêmes pro- 
priétés fondamentales; aujourd'hui on appelle /o/ic/io/i elliptique toute fonction 
méromorphc doublcnienl périodique. 
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144. Fonctions d'une variable, — Une fonction qui admet 
]a période a> admet la période [jko, [jl étant un entier arbitraire : 
elle prend la même valeur en une infinité de points en ligne droite 
équidistants. Une fonction qui aurait plusieurs périodes €i>|, 

(O2, ..., admettrait les périodes [jL|W|-|- [X2C02^- Les périodes w,, 

W2, . . . sont distinctes lorsque les périodes [jL| W| 4- |jl2(02-I- . • • 
sont toutes diflerenles (*). 

Une fonction doublement périodique est celle qui admet deux 



(') Quand n périodes sont distinctes, il est impossible de les exprimer en 
fonction de n — i périodes par des relations linéaires à coefficients entiers, et 
réciproquement. 

Prouvons ce théorème dans le cas où /i — 9, c'esl-à-dire montrons que la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que les périodes u, et (Oj soient distinctes est 
qu'il n'existe pas de période co dont (i>i et u, soient des multiples entiers. 

La condition est nécessaire. Car, si Ton avait u), = fi,o), ut^^fx^ci), on en 
déduirait {jl^u), = fXjb),. 

La condition est suffisante. En effet, supposons que les périodes ne soient pas 
distinctes, c'est-à-dire que l'on ait une relation de la forme 

ou, ce qui revient au même, du type 

v,«.),-+- Vja)2=^ o, 

V| et V} étant des entiers que nous pouvons supposer positifs. 

Procédons comme s'il s'agissait de rechercher le plus grand commun diviseur 
entre v, et Vj(v^> Vj), ce qui conduit à écrire 

V,= Vj^+Vj (V3>V3), 

et dès lors à mettre l'hypothèse sous la forme 

Vj(<7W,-^t,>j)-|-V3U),= o. 

Posons ^Wj-h ci)j= w,; Wj est une période, et la dernière égalité a la forme 

On est donc dans les mêmes conditions qu'au point de départ, à cela près que 
l'entier v^ est remplacé par un entier moindre. Aussi, en divisant Vj par v,, et en 
poursuivant les opérations, on finira par obtenir une égalité 

0) , -h V , ti) = o, 

rt— I 1 n—\n » 

qui montre que <*>„_,, et par suite w^_2, ..., W;, u>, sont des multiples entiers 
de (i)„. Du reste, (o„ est une période; donc fO| et u, sont des multiples entiers 
d'une période. 
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périodes distinctes o>,, (1)2 ('); elle reprend la même valeur en 
des points distribués aux sommets de parallélogrammes égaux. 
On appelle parallélogramme des périodes {Jig' aS) celui 



3/ 



rig. 30. 



0(Aj,+-Cu, 




Mx^) 



C(x^+a),4cug) 



BU^+UjJ 



a> 



dont les sommets ont pour affixes ^o, ^o-f-**>ij ^o"+- ^i + <*>2) 
5q4-(i)2, Zfi désignant un point arbitraire, par exemple l'ori- 
gine; on considère comme appartenant à ce parallélogramme 
les points 

et, dans le plan, on regarde comme homologues, équivalents ou 
congruents les points z et 5 -f- ai (0| + ^3(1)2, [JLi et jjl2 désignant 
des entiers arbitraires (2). 

Associons par couples les périodes en nombre infini d'une 



(') Nous verrons qu'elles ne seraient pas distinctes, si leur rapport était réel. 
Kn même temps nous démontrerons ce théorème de Jacobi : une fonction analy- 
tique uniforme d'une variable ne peut admettre plus de deux périodes distinctes. 

Dans les fonctions thêta, on suppose de plus le coefficient de i, dans le rap- 
port —'1 positif, (Cette hypothèse ne restreint pas la généralité, puisque les 

parties réelles de -r-^ et de -r^ sont de signes opposés. ) Désignons avec Weier- 
Strass par Si. la partie réelle d'une grandeur complexe. C'est en vertu de 
l'hypothèse A(-r-^)^o que le parallélogramme ABCD existe, et de l'hypo- 

ihèse iR (-:-=-) > o que l'angle BAD a la disposition directe {fig- 2')). 

(') En arithmétique, deux nombres z et z' sont congrus, modulis a et p, si 
l'on a 

On écrit 



m' __ 



Z T= z' ( mod ot, fl). 
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fonction doublement périodique. Un couple est primitif lorsque 
toutes les périodes sont des fonctions linéaires à coefiïcienls 
entiers des deux périodes de ce couple. 

Soit (tx}\f w^) un couple de périodes déduit du couple (o)j, coj) 
au moyen des relations 

w'j = /> (Oj -H- ^ u)j /jD, y, r, s enliersX 
Wj = ra)|-h «Wj \ ps — qr = D ) 

Les deux couples sont équivalents lorsque le déterminant D a 
la valeur ±: i . En ce cas, les périodes déduites de chacun des 
couples, c'est-à-dire les périodes Ui W| + 1112(1)2, Y'\^'\'^ V-'i^^ 
représentent la même suite de quantités ('). 

A chaque couple de périodes correspond une division du plan 
en parallélogrammes, un réseau de parallélogrammes : pour deux 
couples équivalents, les sommets des deux réseaux coïncident. 

Hermite a dippelé fonctions périodiques de deuxième ou troi- 
sième espèce les fonctions méromorphes qui se reproduisent, 
multipliées par un facteur constant ou exponentiel, lorsqu'on 
ajoute à leur argument une constante (o : cette constante prend 
encore le nom de période (-). Ces fonctions vérifient des relations 
de la forme 

On les appelle aussi fonctions à multiplicateurs constants, 
à multiplicateurs exponentiels (Appell) : à ces dernières, Briot 
et Bouquet donnaient le nom de fonctions intermédiaires. Les 
fonctions périodiques ordinaires sont dites de première espèce. 

145. Fonctions de plusieurs variables. — Soient y> variables 
indépendantes Z|, . . . , Zp, et pq constantes 

w/A- ( i — 1 , . . . , /? ; X: = I , . . . , ^ ), 



(') Les systèmes (wp Wj), (u)',, w^) sont proprement ou improprement équi- 
valents suivant que D a la valeur +1 ou la valeur — i. Quand il s'agira des 

Cl). ul 

fonctions thêta, on supposera toujours D =- i, afin que dans les rapports — -» -7 le 

coefficient de i ait le même signe. 

(') Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, i885 
(C. /?., 1860, 1861, etc.; /. de Crelle, t. 100). — Appell, A. E. N., 1884, i885, 
]886, 1888. 
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disposées diaprés leurs indices dans un Tableau t renfermant 
q lignes et p colonnes. 

Une fonction admet comme système de périodes simultanées les 
éléments de la ligne de rang A*, lorsqu'elle demeure invariable par 
la substitution 

(-3|, , . .yZp\ Zx-^ tO|jt, .... Zp-\- (>ipk)\ 

appelons-la Sa. Elle admet le Tableau t de périodes simul- 
tanées w/A, lorsqu'elle demeure invariable par toutes les substi- 
tutions 

Sa: (A: = i, ..., q). 

Dans le Tableau ^, multiplions les éléments de la ligne de 
rang k par un entier arbitraire u^î opérons de même pour chaque 
ligne, et ajoutons par colonnes les éléments du Tableau ainsi 
transformé. Si une fonction demeure invariable par les substitu- 
tions Sai elle restera invariable par les substitutions 

*=t 

De là une infînité de systèmes de périodes simultanées, puisque 
les entiers [jl^ sont arbitraires. 

Des systèmes de périodes simultanées sont dits indépen- 
dants ou distincts, lorsqu'ils ne peuvent être déduits par le 
procédé ci-dessus de systèmes de périodes simultanées en nombre 
moindre. Une Jonction à p arguments est 2 p fois périodique, 
lorsqu'elle admet 'ip systèmes de périodes indépendants ('). 

Pour une pareille fonction q = 2/?, le Tableau des périodes 
renferme 2/?^ éléments : nous aurons à rechercher à quelles con- 
ditions un Tableau est constitué par des systèmes indépendants, 
ou encore à quelles conditions un Tableau renfermant 2/?^ élé- 
ments déduit d'un Tableau initial constitue un Tableau équiva- 
lent à ce Tableau. 

146. On peut entendre par /onctions circulaires ou trigo- 




(') Une fonction analytique uniforme de p arguments ne peut admettre plus 
de 3/> systèmes de périodes indépendants. 
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nomélriques les fonctions rationnelles du sinus et du cosinus : 
les fonctions elliptiques, ou fonctions méromorphes doublement 
périodiques, en sont la généralisation. Aussi il est commode de 
mettre en regard les premières propriétés de ces deux types de 
fonctions (les théorèmes seront justifiés plus tard). 



FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES. 

i** Éléments de réduction. 

Le sinus : il est défini par un 
produit infini simple. 

C'est une transcendante entière 
périodique. 



La cotangente : c'est la dérivée 
logarithmique du sinus 



colz — 



(sin^)' 

— --— . ^ ■■ M I 

sin>s 



Elle est méromorphe. 

La dérivée de la cotangente 
changée de signe 

I 



sin*-5 



= — (col^)'. 



C'est une fonction méromorphe 
périodique. 

1° Fonctions quelconques. 

Ce sont des fonctions méro- 
morphes simplement périodiques 
d'une espèce particulière. 

Ce sont des fonctions méro- 
morphes ayant un théorème d'ad- 
dition algébrique. 

On peut les exprimer rationnelle- 
ment en fonction de l'exponentielle. 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

1° Éléments de réduction, 

La fonction cf : elle est définie 
par un produit infini double. 

C'est une transcendante entière, 
doublement périodique de troisième 
espèce. 

La fonction Ç : c'est la dérivée 
logarithmique de la fonction s* 



C 



(fz 



Elle est méromorphe. 

La dérivée de la fonction Ç 
changée de signe 

pzr-.-{rizy. 

C'est une fonction méromorphe 
doublement périodique. 

7." Fonctions quelconques. 

Ce sont des fonctions méro- 
morphes doublement périodiques 
quelconques. 

Ce sont des fonctions méro- 
morphes ayant un théorème d'ad- 
dition algébrique. 

On peut les exprimer en fonction 
rationnelle de p et de p'. 



Pour les trois types de fonctions ayant un théorème d'addition 
algébrique (fonctions rationnelles, trigonométrîques, elliptiques), 
suivant qu'on veut les représenter par une somme d'éléments ou 
par le quotient de produits de facteurs linéaires, les éléments cor- 
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relatifs de réduction sont 



coiz 



I 

z 

Z I $1112 






Comme l'exponenlielle, le logarithme, le sinus, etc., les 
fonctions de Weierstrass satisfont à des équations différentielles 
simples. 

En les introduisant, au point de vue logique, il faut voir si 
Ton a affaire à des transcendantes irréductibles à un nombre 
limité de symboles algébriques ou exponentiels : Liouville, le 
premier, a traité cette question (*). Au point de vue pratique, 
on doit se préoccuper des services qu'elles peuvent rendre. Or, 
les applications des fonctions elliptiques sont innombrables : on 
les retrouve en Arithmétique, en Algèbre, en Géométrie, en Méca- 
nique, en Physique (*). w C'est que les travaux des géomètres 
dans ces différentes directions sont si étroitement liés qu'ils se 
rencontrent, malgré la diversité de leurs buts, dans les mêmes 
théories analytiques (•■*). » 

§ IV. — I^S FONCTIONS (T, Ç, p DE WeIERSTRASS. 

147. La fonction rf. — Le sinus est un produit infini nul pour 
les valeurs {xic : par analogie considérons le produit infini, nul 
aux points 2 two -h 2 jjl' w' ( * ) 



2a'u>' 



w \ iv = o exclus 



(») LiouviLLE, /. E. p., XXIII- Cahier, p. 3;; i83i, cl J. if/., 18^0, p. 34. Il 
montre l'impossibilité de la réduction des fonctions elliptiques, lorsqu'on les con« 
sidère comme fonctions de leur amplitude, et établit qu'elles sont d'une transccn- 
dance plus élevée par rapport au module que par rapport à l'amplitude. 

(') La série 6 de Jacobi s'était présentée à Fourier dans ses recherches sur la 
chaleur. Les fonctions elliptiques ont été appliquées à la Théorie des nombres, à 
la résolution de l'équation du cinquième degré, à l'étude des courbes de genre un 
et des surfaces, aux problèmes de mouvement des corps (pendule, rotation des 
solides, courbes élastiques, etc.). 

(') Hermitr, Cours de la Faculté des Sciences, 4* édit., p. 2.i5. 

(*) Ces produits infinis ont été introduits par Eiscnstein (/. de Crelle, t. 35); 
mais c'est à Weierstrass qu'est due la forme simple de la fonction c. Pour les 
notations, cf. Formules et propositions pour remploi des fonctions elliptiques, 
d'après Weierstrass et Schwarz, traduction Padé, 1894. 
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(1) et (A)' étant deux nombres dont le rapport est imaginaire; on le 
désignera par la notation (3'(z|(0, w') lorsqu'on voudra mettre ses 
périodes en évidence. 

D'après une proposition générale de Weierstrass (n** 281) c'est 
une transcendante entière. Ici établissons directement sa conver- 
gence absolue, et pour y parvenir prouvons celle de la série U de 
terme général | w„ |, que l'on obtient en posant 

"/,= (i le**' » •♦'•-1= :( V -^ 7 --^••- )• 

La série double U est comparable pour la convergence à celle 

z^ 
de terme général —^> puisque dans les deux séries on peut asso- 
cier les termes de façon que le rapport de leurs modules ait pour 
limite ■=y quand (v augmente indéfiniment. Or la série 

W '^^ (ajxio 4- ajjt'oj';» \^ |JL = |jl'— o exclus / 

converge absolument (p. 207) et reste absolument convergente 
lorsqu'on multiplie ses termes par le facteur fini z^. Donc le 
produit d converge absolument et uniformément dans tout 
domaine fini ( • ). 

148. Cette fonction d prend une infinité de formes, sans 
changer de valeur. — Posons 

U), = rntii -4- //(*)' / m, n, p^ q entiers 

tû'j — joto -f- ^o>' I niq — np = ±zi 

«'i — 2fJiia)i-h 2[XjUj'i \ |Jii, k'i = o> — ï> • • •; tï'i = o exclus 

Les nombres tv et w^ sont les mêmes à l'ordre près ; aussi, à 
l'ordre près, les produits (^(-slo), o)'), rf(5|a)|, o>',) sont composés 
des mêmes facteurs. L'ordre des facteurs étant indifférent, les 
deux produits sont identiques. Ainsi la fonction d ne change pas 



(') Comme le sinus, la fonction <r est impaire; le rapport de la fonctioQ à 
l'argument tend vcis i, quand l'argument tend vers zéro. 
Toutes ses racines sont mises en évidence (p. i46)i etc. 
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quand on y remplace le système des périodes par un système 
équivalenl quelconque {*), 

149. Première /onction associée : la série double î^. — En 
prenant la dérivée logarithmique, terme par terme, du produit (^, 
on obtient la série double 






t , I 



w 



«' = 2(Jia)-f-2(JL(0 

iv = o exclus 



Éludions cette série dans un domaine fini, ne renfermant aucun 
sommet du réseau des périodes. Son ternie général pouvant 
s'écrire 

(5 — w)w* 



elle est comparable à la série de terme général — (dans les deux 

séries, le rapport des termes correspondants a pour limite 5^, 
pour iv infini). La série proposée converge donc absolument dans 
tout domaine ne contenant ni Torigine, ni les points cv, et uni- 
formément dans tout domaine ne contenant aucun de ces points 
et dont la frontière en reste à une dislance finie. Nous la repré- 
senterons par X^z, Du reste, à cause de la convergence du pro- 
duit (^ et de la convergence uniforme de la série !^, cette série est 
la dérivée logarithmique de la fonclion d] aussi Ton écrira 

(2) C-S = = H > ( 1 1 )• 

w 

La fonction X^ est uniforme. Elle n'a d'autres singularités que 
des pôles (o et w) ; ce sont des pôles de résidu i . Elle est impaire. 

150. Deuxième fonction associée : la série double p (^). — 
En dérivant terme par terme la série Ç, on obtient une nouvelle 



(') C'est une propriété que n'auront pas les fonctions 6 de Jacobi; elles seroat 
multipliées par des exponentielles lorsqu'on substituera aux périodes un système 
équivalent. {Cf. Hermite, Cours de la Faculté des Sciences, 4* édit., p. 2 58.) 

(') h'exislence des fonctions Ç et p résulle aussi des théorèmes généraux 
démontrés au Livre II. 

La formule (3), peu commode pour le calcul numérique de la fonction p, met 
très simplement en évidence sa nature. 
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série, dont la convergence (absolue et uniforme) s'établit encore 
par comparaison, à l'aide de la série 51 (^')^ ' ^^"^ '^ repré- 
senterons par — p{^)' Du reste, pour la même raison que tout à 
rheure, la dérivation terme par terme de la fonction Ç donne la 
dérivée de celte fonction ; aussi l'on posera 



(3) 



p. = -ç'^=±-^2'[(T--^-i] 



IV 



1^ fonction pz est uniforme; elle a les mêmes régions de con- 
vergence absolue et uniforme que la série Çs; elle a pour pôles 
doubles les points o et fv; enfin, c'est une fonction paire. 

La combinaison des égalités (2) et (3) donne 

^ dz* ^ ^*z 

En dérivant terme par terme la série J3, on obtient une nou- 
velle série double, absolument et uniformément convergente dans 
le même domaine que les séries Ç et p : c'est la dérivée de p. D'où 
l'égalité 



pZ = --~-'2 



^ (Z — (V)» ^(z — 






Cette fonction uniforme a pour pôles les points o et pp; ces 
pôles sont triples. Elle est impaire, puisqu'elle est la dérivée d'une 
fonction paire. 

Quand on veut mettre en évidence les périodes, on écrit 

Ç(zl(D, o)'), p{z\(ù,tù'), p'(5la), a>'). 

151. Dans l'égalité (3), augmentons l'argument de 2(0; il vient 

p{z H- 20)) = (^_^.^j^p -^JL [(3-^2W— W)i ~~ W* J ■ 



w 



Faisons sortir du signe de sommation le terme — (il corres- 
pond au système de valeurs [jl= i, [Ji.'=^ o), et faisons y entrer le 
terme ^ — ; — — (il n'y figurait pas, puisque tv = o était exclus). Ce 
groupement des termes montre que le second membre de la der- 
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nière égalité représente pz. Cette /onction admet donc la pé- 
riode 2(0, et dès lors aussi \^ période ao)'. 
On en conclut les égalités 

OU bien, en intégrant, 

( ^(-2 -H 20)') — Ç3 -4- 2r/. 

Les constantes d^intégratioii 7^ et r/ s'obtiendront en donnant 
à 5 les valeurs — to et — w'. On a ainsi 

puisque la fonction X^ est impaire. 

La première des formules (4) peut s'écrire 

-î- 2 7). 



<S {Z -v 2(iJ) (^Z 



L'intégration donne 

^(Z -r-2tu) = Ce-^l-Cr^. 

En remplaçant z par — co et en se rappelant que la fonction (^ 
est impaire, on voit que la constante C a pour valeur — e^"^*^. 
De là les relations 

1 a'(5-t-2w') = — e*TQ'^-+»''o'5; 

les fonctions (^ sont donc périodiques de troisième espèce. 

L'application répétée de ces formules permet, connaissant les 
valeurs des fonctions (^, 2^, pen un point, de les obtenir aux ppints 
équivalents ('). 



(*) A la fonction r on adjoint trois fonctions qui jouent par rapport à elle 
le même rôle que le cosinus vis-à-vis du sinus. Elles sont définies par les 
égalités 

Leur étude se ramène à celle de 3* : ce sont des fonctions paires, etc. 

Dans la notation de Jacobi» un peu modifiée par Hermite, la fonction t^ est 
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V 

En résumé, celle étude sommaire des fonctions de Weierslrass 
a consisté, après avoir établi leur existence et trouvé leurs zéros 
et leurs infinis : 

i" A discuter leur périodicité; 

a" A. préparer la recherche de relations entre deux fonctions 
d'arguments différents, entre une fonction et sa dérivée. 

Ce sont ces problèmes dont on poursuivra Texamen : on cher- 
chera ce que deviennent ces fonctions lorsqu'on augmente leur 
argument d'un multiple ou d'un sous-multipic des périodes, et Ton 
étudiera les théorèmes d'addition. Les fonctions thêta donneront 
lieu aux mêmes questions. On verra mieux leur raison d'être 
quand nous parlerons des deux propriétés fonctionnelles caracté- 
ristiques des fonctions elliptiques (*). 

1S2. Dégénérescence. — Lorsque les périodes deviennent 
infinies, les fonctions d^ 1^ et p se réduisent à des fonctions plus 
simples. 

Supposons w et co' infinis. — Dans la série jd, tous les termes 
disparaissent, sauf le premier, et il vient 

d'où, par intégration 

Quand une seule période, w' par exemple, est infinie, on a 



remplacée par une fonction Z, qui en diffère par un terme linéaire en 2, choisi de 
telle sorte que la fonction Z admette la période aw. Dès lors, on a (/. de 
Crelle, t. 82, p. 2[\^) 

T 

(') C'est pour les mômes raisons quVn Trigonométrie élémentaire on cherche 
avant tout à établir un théorème d'addition et la périodicité. 
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1C« 



La série ^ -^ ayant pour somme -^ (*), on en tire 



11=1 



ir* I xr" I 

et, par suite, en rapprochant cette égalité de la définition 
de(sin*^)~*, on obtient la formule de dégénérescence 



t:» 



pz = ;-+-T~T ((u'srao). 

•^ 12 U)* AU)*. .HZ 



20) 



On en déduit, en intégrant et en donnant aux constantes les 
valeurs voulues, 

Çz = rZH cet — > <rz = — e*^"'sin — • 

Les fractions rationnelles et les fonctions circulaires rentrent 
donc comme cas particuliers dans les fonctions de Weierstrass. 

§ V. — Les fonctions thêta de Jagobi. 

153. Qu'il s'agisse d'étudier au point de vue théorique les 
fonctions elliptiques, ou de s'en servir dans les applications, les 
fonctions <^, ^, p de Weierstrass sont d'ordinaire préférables aux 
transcendantes anciennes. Elles donnent pour l'expression géné- 
rale des fonctions elliptiques un élément de réduction plus 
simple (^); elles conduisent à des formules plus symétriques : 



(' ) La recherche des sommes ^ —^ se rattache à l'expression des nombres 

de Bernoulli (c/. Jordan, Analyse, a* édit., 1. 1, p. SSg). Dans le cas particulier 
ci-dessus (j9 = i), il suffit de considérer la double identité 

sin 



init« _ _1_/''^* ''^^^^ \ 

VZ "" 1C-8 \ I 31 * * / 



iç«^2 






=(-S)(-S)-(.-S 



et d*égaler les coefficients de z^ pour avoir la formule cherchée. 

(') Par exemple, les fonctions de Jacobi sn, en, dn rapportées à un même sys- 
tème de périodes 4 A: et 4 t'A*' ont quatre infinis, tandis que p a un seul infini double. 
F. i6 
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en particulier, dans la fonction c^, les deux périodes jouent le 
même rôle. 

Mais cette sj^mélrie masque des propriétés que Pemploi d'autres 
transcendantes ne laisse plus confondues (*). Aussi, non seule- 
ment les fonctions ihéta de Jacobi (^) présentent un intérêt histo- 
rique (c'est par elles que Jacobi a développé la théorie des fonctions 
elliptiques), un intérêt pratique [sans la connaissance des fonc- 
tions 6, la lecture des Œuvres de Jacobi, d'Hermile, des travaux 
publiés pendant les 5o années qui ont suivi Tapparition des Fun- 
damenta nova (18129) est impossible], mais elles constituent un 
élément analytique utile, par exemple dans la théorie des nombres, 
pour la découverte de nombreuses relations (^). 

Plus loin, ces fonctions thêta se déduiront des fonctions d\ ici, 
introduisons-les directement. 

154. Soient u) et (o' deux imaginaires telles que dans le rap- 
port — le coefflcient de i soit positif, Jacobi considère la série 






n = — 



(*) Les produits ^ à double entrée sont des transcendantes entièreSi périodiques 
de troisième espèce relativement à au et 3ci>'. Les séries thêta à simple entrée 
sont des transcendantes entières, périodiques de première et de troisième espèce : 
les périodes n'y entrent plus que par leur rapport. 

(') Jacobi étudie simultanément quatre séries d'exponentielles, et prend deux 
types de notations. Le plus souvent, comme dans les Fundamenta nova, il les 
désigne par 6(2), H (2), 8,(2), Hi(z); c'est aussi ce que fait Hermite. Quand il 
part de l'étude des séries elles-mêmes pour arriver aux transcendantes elliptiques, 
il emploie les séries Sr(5), 3r, (^), &j(z), ^^{z) {Œuvres, t. I, p. 499 )î actuel- 
lement, avec Weierstrass (et les mathématiciens allemands), Halphen, M. Jordan, 
MM. Tannery et Molk, on fait plutôt usage de ces fonctions. Le passage des fonc- 
tions 6 aux fonctions ^ (ou aux fonctions de Briot et Bouquet) est immédiat. 

(^) Voici en quels termes Dirichlet, dans son Éloge de Jacobi, apprécie l'impor- 
tance de ces fonctions : « Les recherches de Jacobi sur les transcendantes ellip- 
tiques . . . sont sorties d'une pensée qu'il faut peut-être mettre à la première 
place parmi ses conceptions. C'était l'idée d'introduire en Analyse, comme trans- 
cendantes à étudier pour elles-mêmes, les produits infinis, qui par leurs quo- 
tients avaient servi à Abel pour exprimer les fonctions elliptiques. En représentant 
par un développement en série ces produits, qu'il faut du reste regarder comme 
de même nature et comme des cas particuliers d'une transcendante, il faisait 
connaîtra un£ fonction rencontrée par les mathématiciens français dans leurs 
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I" C'est une fonction transcendante entière. 

En effet, séparons la série en deux autres, correspondant aux 
valeurs positives et aux valeurs négatives de n, et à chacune 
d^elles appliquons la règle de convergence relative à ^|{/;,|. En 
posant 

— =07-1- i y, — =t = aH-t6 (o>o), 
on a, pour n> Oy 



')/\Un\ = e-««*-««r-iï^ c *« 



n 



expression qui tend vers zéro pour n infini, si grand que soit \y\t 
à cause du facteur e"'*'^^. Par suite, dans tout domaine borné, l'on 
a, à partir d'une valeur assez grande de n, 

V^\<OL, \un\<0Ln (o<a<i); 



donc la série qui correspond aux valeurs positives de n converge 
absolument et uniformément (p. 122). 

Un raisonnement analogue s'applique à la série formée par les 
termes à indices négatifs. Donc la série converge absolument et 
uniformément dans tout domaine fini. 



recherches sur la Physique mathématique, mais dont ils avaient fait peu de cas 
et n'avaient découvert qu'une propriété. » {Œuvres de Jacobi, t. I, p. i4*) 

« Je vois sans regret les fonctions sn, en et dn reléguées au second plan ; mais 
qu'il me soit permis de plaider un peu en faveur de la fonction 6. fia série si 
simple qui la représente met presque immédiatement en évidence ses propriétés 
essentielles, et cet avantage me semble compenser bien des inconvénients. Je 
crois donc qu'elle ne tardera pas, après une disgrâce passagère, à reprendre son 
rang à côté de la fonction or. » [Poincaré, Notice sur Halphen (/. E, P,, 
LX« Cahier, p. i58).] 

« La fonction o* n'a pas définitivement détrôné les fonctions 0, et en parti- 
culier celles de M. Hermite, comme pua détrôné sn, en et dn. La simplicité du 
développement des 0, la rapidité de la convergence, l'élégance de leurs propriétés 
leur assurent une place importante, et de cette place elles ne seront jamais 
délogées. » [Poincarb, LOEuçre de Weierstrass {A, M., t. XXII, p. i3).] 

« Hermite reconnaissait sans doute l'avantage des notations de Weierstrass au 
point de vue de la théorie générale, et certains invariants mis en évidence 
étaient faits pour lui plaire. Mais je crois que la symétrie introduite le touchait 
peu, la dissymétrie dans les périodes se produisant nécessairement dans les appli- 
cations. Rien n'aurait pu le décider à abandonner les fonctions et les admi- 
rables identités, si précieuses pour l'Arithmétique, dont la forme lui était fami- 
lière depuis tant d'années. » [Picard, L'Œuçre d^Hermite {A. E, N,, 1901).] 
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Oo en coDclut qu'elle est continue. 

On démontrerait de la même manière que la série formée par 
les dérivées des termes de la série jouit des mêmes propriétés : 
c'est donc la dérivée de la série 6. 

Par suite, la série est continue, uniforme et analytique dans 
tout le plan, ainsi que sa dérivée : c'est une transcendante en- 
tière. 

2® Elle admet la période 4 w, et est périodique de troisième 
espèce par rapport d 2co'. 

En effet, par la substitution (z, ^-h^co), chaque terme Un 
de 6(2) est multiplié par e^*"'*"*^'^', et dès lors change de signe : 
d'où la période 4^- 

fie» 

Si Ton représente e^^ par Ç, la substitution (5,5 + 2 (•)') trans- 
forme Ç en <7 i, et Un en 

f 7C» 

Chaque terme se transformant dans le suivant, à un facteur 
près toujours le même, on a 

/1CS 

e(-8-f-2(D')=— g'-«« «*> e(«). 

i5S. En Trigonométrie, on associe au sinus la fonction obtenue 
«n augmentant son argument du quart de la période : c'est le 
cosinus. 

De même, il est commode de mener de front l'étude de quatre 
fonctions qui s'échangent entre elles, lorsqu'on ajoute à leur argu- 
ment des fractions de périodes. 

Avant de les définir, transformons la fonction B en y prenant 

comme argument — = <;, et en y introduisant le rapport t. 

O(^), qui dépendait des variables z, co, o)', devient une fonc- 
tion 3^1 ((^) des deux variables v et t, admettant la période 2, et 
périodique de troisième espèce par rapport à t. On lui associe les 
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fonctions 






11= — • 



On désigne ces transcendantes entières par les nolalions 

lorsqu'il faut mettre en évidence soit le rapport t, soit le 
nombre q. 

Groupons deux à deux les termes pour lesquels les exposants 
de e sont égaux et de signes contraires. Les fonctions se pré- 
senteront sous forme de séries trigonométriques, commodes dans 
les applications numériques à cause de leur rapide convergence; 
on aura 

û. 4- . ^ ** . 

3i(i>)= 2^* sm itp — 2ç* 8in3itP-H 2^ * sinSict^ — ..., 

?i^{ç)= 25r*cos irc-H 2g'*cos37CP-+-2ç~^cos57rp-i-.. ., 
3r,(i;) =1-4- 2^ cos2i7(> + 29^cos4ic(' + 2^* COSÔiri' -h. . ., 
S4(p)=i — -iq coiiTiV -^-iq^cos^izv — 2y' cosôiti» -+-. . .. 

La fonction STi est impaire; les autres sont paires. 
156. Ces développements donnent immédiatement 

&,(P^-i)= &,(P), &,(c;-+-i)= ^4(P), 

Remplaçons n par n -{-i dans la formule qui définit di(i'); il 
vient 



« = — •• 



par suite, en reprenant pour les fonctions SF], 2^3, ^^ un calcul 
analogue et en posant 



A = q-^ c-2'«»', B = ^r * c-'^»', 
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on obtient les nouveaux groupes 

%{ç^z)=^k^,{v), Sj (i» -4- î)=iB &*(•;), 

3,(p-h'c)= A &,(•»), &,(v+l)= B&,(P), 

Ils montrent que les quotients deux à deux des fonctions d 
sont doublement périodiques. 

Enfin, la combinaison des formules du deuxième et du qua- 
trième groupe donne 

On voit ainsi comment les fonctions Sr se permutent entre 
elles lorsqu'on ajoute à leur argument la moitié ou le quart des 
périodes {*). 

137. Supposons Si( — : j >• o; on peut alors passer du produit 
infini dz à la série d'exponentielles ^i(v) par la relation 






;(o) V ^^/ 



Weierstrass l'établit en prenant comme point de départ un 
développement de la fonction d en produit infini simple, et une 
transformation de ce produit en série (^). 

On en déduit que les seuls zéros de la fonction impaire â^i sont 
l'otigine et les points congruents |Ji + p.'T, y. et |i.' étant des entiers 



( ' ) Cf. Weierstrass et Schwarz, Formules, etc., trad. Padé, p. 4^* ou Tan- 
NERY et MoLK, Fonctions eUiptigues, t. II. 

(') Weierstrass et Schwarz, Formules, etc., trad., p. ^o, — Tannbry et 
MoLK, Fondions elliptiques, t. II, p. 3. 
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arbitraires (zérQS que les formules du numéro précédent mettaient 
en évidence) puisque les seuls zéros de la fonction d sont aux 
points 2 [ÀO) 4- 2 [i.'o)'. 

Ces mêmes formules permettent de conclure, les zéros de la 
fonction ^i étant supposés connus, que les zéros et les seuls 
zéros des fonctions STj, St,, â^ sont respectivement congrus 

à -> , - modulis i , t. 

§ YI. — Les ponctions thêta a plusieurs arguments. 

158. Les fonctions de Jacobi à un seul argument rentraient, 
directement ou indirectement, dans le type 

6(5) = V c^/i|i«/i-4-{A») (rt = a'-v- ia'\ a''> o). 

C'est en considérant [x^a et ^z comme des cas particuliers 
d'une forme quadratique par rapport à des entiers et d'une forme 
linéaire par rapport à des variables qu'on en a déduit des séries à 
p arguments (*). 

Ces séries conduiront à des fonctions uniformes ayant *xp sys- 
tèmes de périodes; en permettant l'inversion des intégrales abé- 
liennes, elles fourniront directement les fonctions abéliennes; 



(*) Les fonctions thêta d'une variable avaient permis à Jacobi de faire Tinver- 
sion des intégrales elliptiques et d'étudier directement les fonctions elliptiques. 
Par une généralisation que Jacobi appelle une divination heureusCf en i846 
Gôpel (/. de Crelle, t. 35, 1847) ®^ Rosenhain {Savants étrangers, t. XI; /. de 
Crelle, t. 40) introduisirent les seize séries Sr à deux arguments dont nous par- 
lons plus bas, et s'en servirent pour la représentation directe et explicite des 
fonctions inverses des intégrales hyperelliptiques dans le cas où le polynôme 
sous le radical est du cinquième ou du sixième degré, fonctions quadruplement 
périodiques déjà étudiées par Jacobi (/. de Crelle, t. 13, i83')). Weierstrass 
étendit la solution aux intégrales hyperelliptiques d'ordre quelconque. Enfin 
Riemann, par une éclatante découverte, résolut au moyen des fonctions thêta 
généralisées le problème général de Vinversion des intégrales de différen- 
tielles algébriques. 

Cf, Hbrmitk ( C. R.y t. XL, XLVII, etc.). — Weierstrass {Œuvres, 1. 1, p. i33 
et 297; t. II, p. 45 et 125). — RiEMANN {Œuvres, p. 142 et 42^)- — Kroneckkr 
(/. de Crelle, t. 68). — Thom^b (/. de Crelle, t. 75). — Frobenius (/. de 
Crelle, t. 97). — Briot, Fonctions abéliennes, p. 108. — Jordan, Analyse, 
2* édit., p. 6i3. — Baker, Abelian functions, p. 246. — Clebsch et Gordan, 
Théorie der jibeVschen Functionen. — Weber, Théorie der AbeVschen Func- 
tionen, 1876. — Schottky, Abriss einer Théorie der Abel'schen Functionen 
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elles serviront en Géométrie dans l'étude des surfaces (*), en 
Mécanique (^), etc. 

Considérons p variables indépendantes 

^v= z\-\- iz\ (v = 1, 2, ...,/>); 

p^ constantes j-^^~ — - au plus sont distinctes (') 

p entiers 

jxi, ..., \».p (variant de — oo à -+- oo). 

Introduisons une forme quadratique <p par rapport à ces entiers, 
et une forme linéaire ^ par rapport aux variables 



p p p 

*=l /=1 V = l 



r r 



La série sera définie par l'égalité 

6(^1, ...,^p)=2«'''^^'*^'^ 






von drei Variabeln, i88o. — Prym, Untersuchungen uber die Biemann*sche 
Thetaformel, i88a. — Krazkr und Putm, Neue Grundlagen einer Théorie der 
allgemeinen Thetafunctionen , 189a. — Wirtinoer, Untersuchungen Uber 
Thela/unctionen, iSgS. — Stahl, Théorie der Abel'scften Functionen, 1896, etc. 

(*) Cf. par exemple : Humbbrt, Théorie des sur/aces hyperelliptiques (/. M., 
1893 ). — Webs H, Ueber die Kummer'sche Floche vierier Ordnung {J. de C relie, 
t. 84). 

(') ^/' P*r exemple le Mémoire couronné de Sophie Kowalevski, Sur le pro- 
blème de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe {A, M., t. XII). 

(') Les 2p systèmes de périodes d'une fonction uniforme quelconque de 
p variables satisfont, après une transformation de degré convenable eflectuée 

sur CCS périodes, aux mêmes relations il y en a ^^ que le Tableau 

des périodes des fonctions 6. Aussi non seulement toute fonction abélienne, mais 
toute fonction méromorphe ip fois périodique de p variables est représen-^ 
table par le quotient de deux fonctions ^ à p arguments. 

Ce théorème, connu de Riemann au témoignage d'Hermite, a été établi par 
Weierstrass (dans ses Leçons orales) par MM. Poincaré et Picard (C B., i883, 
1* semestre, p. 128}), par M. Poincaré (^4. M., t. XXII, p. i63), par M. Appel! 
pour /? = o (y. jl/., 1891), et d'une manière élémentaire par M. Painlevé (C. 7?., 
1902, i" semestre, p. SoH). 
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Discutons d'abord sa convergence. Si l'on appelle ff et i/" les 
formes représentant le coefficient de i dans cp et dans ^, le terme 
général de la série 8 aura pour module e"''^^'^'^^. Comparons-le 
à l'expression (ç^^^- <{/'')"*, où l'on supposera 2a>/>, considérée 
elle-même comme terme général d'une série auxiliaire, dont les 
éléments s'obtiennent en faisant varier [Ji|, ..., ^p de — oo 
à +00. Cette série auxiliaire converge (p. 210), à condition 
que la forme cp^ soit positive pour toutes les valeurs (entières 
ou non) des \l (le système U| = .. . = |Xyy = o exclus); par suite, 
dans le cas où les constantes tùki sont choisies de manière à satis- 
faire à cette condition (et dans ce cas seulement), la série con- 
verge absolument, puisque les modules de ses termes décroissent 
plus rapideDaent que ceux de la série auxiliaire. 

Le même raisonnement montre que la série 0, dérivée terme 
par terme par rapport à l'une quelconque des variables, engendre 
des séries jouissant des mêmes propriétés. Dans tout domaine 
fini la série est donc continue, uniforme et analytique par rap- 
port à chaque variable, ainsi que ses dérivées partielles : c^est 
une transcendante entière (* ). 

Cette fonction est paire. — En effet, changer de signe toutes 
les variables revient à changer le signe de tous les entiers |x, 
modification qui laisse intacte la forme i( et permute certains 
termes dans 9. 

Etudions sa périodicité, — i® L'addition de l'unité à l'un 
quelconque des arguments augmente chaque forme ^ d'un nombre 
pair, et dès lors multiplie par une puissance entière de e^^% ce 
qui laisse cette série invariable. 

a** Remplaçons l'un des entiers Uv(v=i, ...,/?) par [Xy — i, 
ce qui ne modifie pas la série 0, et, en même temps, ajoutons 
respectivement aux arguments ^i , . . . , 2^ les constantes coiv, . . . , 
(i)y,v '" chaque somme ^-\-i( augmente de — 2«v — Wvv H vient 
donc 



(') On verra (Chap. I\, § 6) de quels développements ces fondions sont sus- 
ceptibles. 
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Aussi, comme Tableau des périodes relatif à celte fonction, 
on a 

(10...0), (01 . . . o), ..., (0...01), 

La fonction est périodique de première espèce par rapport aux 
systèmes de périodes écrits dans la première ligne, et périodique 
de troisième espèce par rapport à ceux de la seconde. 

159. Donnons une autre forme à cette série. 

Par la substitution (^v) ^^v) effectuée à la fois sur tous les 
arguments, on peut dans les p premiers systèmes obtenir comme 
périodes, à la place de Tunité, les inverses de constantes arbi- 
traires Xv, et dès lors remplacer chaque système (o . . . i . . . o) 
par (o . . . 7ce . . . o) ; en même temps dans les p derniers systèmes, 
remplaçons *izitûki par co^/. Si Ton représente par d la fonction 
ainsi transformée (on l'appelle série de Riemann), il vient 

p r r 

3^(^i|.-.|^p)= 2à '" 2à ''"' '^''" 

Pour que cette série converge absolument, il faut et il suffit 

que dans la forme ^coA/[x;t[X/ la partie réelle soit négative pour 

toutes les valeurs réelles (entières ou non) des p. (|jL|=.,.= }jl^ = o 
exclus). 

Appelons SvCtT^les substitutions qui consistentà ajouleraux ai^ 
guments (Z| ...2v...s^) Tun des systèmes de périodes (o...7r/...o), 
((0|v...o)vv'<A>7yv); Ia fonction d satisfera aux équations fonction- 
nelles 

Transformons celte série d par la substitution 

effectuée simultanément pour toutes les valeurs v = i ,...,/>; les ^y et 
les Av représentent des constantes réelles qui seront ordinairement 
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des entiers ou des Dombres rationnels. Le symbole ( ^^'*'^'' j ou, en 

abrégé, ( C ) » ^st dit la caractéristique des fonctions transformées. 

Représentons-les par Srf ^ j (Z| | . . . | Zp) : il suffit d'écrire expli- 
citement leur définition pour voir que par les substitutions Sy 
et Tv les multiplicateurs i et e-***-**« des formules précédentes 
sont multipliés respectivement par e'**'^' et e"***'^*, ce qui donne 

a(j)(^i|...|ifv-+-irt|...l^p) = «U.iri s(f)(«t|...|^v|...|^A 

Une caractéristique est dite normale lorsque tous ses élé- 
ments ^v, Av satisfont aux inégalités o^g^<Ci^ o^Av<!i. Deux 
caractéristiques sont congruentes, lorsque leurs éléments corres- 
pondants ne diffèrent que par des entiers; des fonctions dont 
les caractéristiques sont congruentes se ramènent les unes aux 
autres ('). 

A leur tour, ces fonctions transformées se généralisent et 
deviennent fonctions thêta d'ordre m par la substitution 
(sy, (Ovjfr, Av; mZv, mcovjfr, mhy), m étant un entier positif, effectuée 
à la fois pour toutes les valeurs y = i , . . ., />. Les substitutions Sy 
et Ty multiplient ces nouvelles fonctions par les exponentielles 

On regarde comme fonctions thêta normales celles qui ont 
une caractéristique normale : nous reviendrons sur leurs pro- 
priétés ('). 



(*) Dans le cas de deux variables, les caractéristiques ont été introduites par 
Hermite (C. /?., t. XL, p. 3o8; i855). 
(') La série de Riemann est donc la fonction Sr d*ordre i et de caractéris- 

tique (°). 

Soit/' = a. Les seize fonctions âr d'ordre i ayant respectivement pour caracté- 
ristique chacune des seize caractéristiques f^j (g, A = o, -| sont dites hyper- 
elliptiques. 
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CHAPITRE IV. 

FONCTIONS DÉFINIES PAR DES INTÉGRALES. 



a Dans l'œuvre si étendue de Cauchy, une part principale doit 
être donnée à l'idée fondamentale d'étendre la notion première de 
l'intégrale définie, en faisant passer la variable, d'une limite à 
l'autre, par une succession de valeurs imaginaires suivant un 
chemin arbitraire. La Science n'a point d'exemple d'une concep- 
tion plus féconde (*). » 

« C'est à Cauchy que revient la gloire d'avoir fondé la théorie 
des intégrales prises entre des limites imaginaires : cette théorie a 
pour ainsi dire doublé la puissance de l'Analyse mathématique, 
et a été le point de départ de tous les travaux qui ont suivi, dans 
tous les pays où l'on cultive les Sciences exactes, en particulier en 
Allemagne et en France (^). » 

Dans ce Chapitre, en parlant des fonctions holomorphes, nous 
les supposons définies par les conditions de Cauchy (^). 



(*) Hermite, B. D,, 1890, p. 39. 

(') PoiNGARÊ, A, M,, t. IX, p. 3a I. — On pourrait multiplier les citations; ce 
mot de Kronecker les résume : « ... Die neueren Fortschritte der Analysis 
beruhen wesentlich auf dem Cauchy'schen Satze. » ( Vorlesungen iiber Math., 
1. 1, p. 53.) 

(') Cauchy donna son théorème fondamental (n* 168) dans le Mémoire sur 
les intégrales définies prises entre des limites imaginaires (i8a5). Ici encore, 
mais sans rien publier, Gauss fut un précurseur, comme en témoigne la Lettre 
longtemps inédite qu'il écrivait à Bessel le 18 décembre 181 1; en voici des pas- 
sages essentiels : 

« Was soll man sich bei / f^{x)dx fOr x^a-i-bi denken ? OfTenbar, ... 

muss man annehmen, dass x durch unendlich kleine Incremente (iedcs von der 
Form a + PO- • * ilbergeht. . . Aber kann der Uebergang auf unendlich viele Arten 

geschehcn ... Das Intégral / Q{x)dx nach zwcien verschiedncn Ubergangen 
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§ I. — La notion d'intbgkalb. 

160. Rappelons quelques généralités sur les intégrales à élé- 
ments réels. 

Pour évaluer les aires comprises entre une droite, deux ordon- 
nées perpendiculaires et une courbe, Ârchimède y inscrivait des 
trapèzes en nombre suffisamment grand {fig* 26) : il remplaçait 




même dans chacun d^eux la demi-somme des ordonnées MP, 
M'P par l'ordonnée M'^P' d'un point intermédiaire convenable. 
Aussi quand Descartes eut appris à représenter les courbes par 
des équations, on fit remonter jusqu'au géomètre sicilien l'idée 
première de V intégrale (*). 

La découverte de Leibniz et de Newton permit de regarder 
V intégrale définie comme exprimant la somme des valeurs de la 
différentielle : on peut suivre dans les écrits de Leibniz les trans- 
formations successives qu'il faisait subir à cette notion, en dimi- 
nuant toujours les côtés des trapèzes inscrits dans l'aire à évaluer, 



immer einerlei Werth erhalte, 'wenn innerhalb das zwischen beiden die Ueber- 
gange reprSsentirendeD Linien eingeschlossenen Flflchenraumes nirgends ^(x) =<» 

wird. .. Uebrigens ist zugleich hieraus klar, ivie eine durch / ?(â;) dx erzeugte 

Function fQr einerlei Werthe von x mehrere Werthe haben kann, indem man 
oemlich beim Uebergange dahin um einem solchen Punkt wo ^{x) = <x> entwe- 
der gar Dicht, oder einmal, oder mehreremale herumgehen kann.... » [Ck>rres- 
pondance entre Gauss et Bessel. Leipzig 1880 {Œuvres, t. VIII, p. 90).] 

( ' ) Quod calculum differentialem attinet, fateor multa ei esse communia 
cum Us quœ et tibi et Fermatio aliisque, imo Jam ipsi Archimedi erant 
explorata, (Leibniz à Wallis, i6g8.) Bien avant la première publication de son 
Calcul différentiel {Acta erudit., 1684 ) Leibniz avait découvert la loi fon- 
damentale du Calcul intégral (p. 358), qui relie le problème de la quadrature 
des aires à celui des fonctions primitives. 
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et en rendant de moins en moins vague le sens de ce mot : côtés 
très petits (*). 

Ce point de vue, laissé de côté par Euler, qui considérait sur- 
tout les sommes d'éléments comme fournissant une valeur appro- 
chée de l'intégrale (^), fut repris par Cauchy. A la notion 
géométrique de Tintégrale il substitua une définition arithmé- 
tique précise en la regardant comme la limite de la somme des 
valeurs infiniment petites de l'expression différentielle et montra 
« qu'une semblable intégrale a une valeur unique et finie, toutes 
les fois que, les deux limites de la variable étant des quantités 

finies, la fonction sous le signe / demeure elle-même finie et 

continue » ('). C'est aussi la notion d'intégrale considérée comme 
la limite d'une somme que Dirichlet place au début de ses Leçons. 

« Par une de ces vues qui n'appartiennent qu'aux esprits de 
premier ordre » Riemann généralisa cette conception et V étendit 
à des fonctions discontinues dans tout intervalle (*). 

So'il f{x) une fonction déterminée el finie dans un intervalle 

(*) Leibniz appelait Tlnlégrale functio summatoria, et la représentait par le 
signe I . 

C'est à Jean Bernoulli qu'est dû le mot d*intégrale. Du reste, il s'occupa sur- 
tout de Vinlégratioiit c'est-à-dire de la réduction des intégrales à un nombre 
limité de symboles élémentaires. « Les méthodes d'intégration consistent prin- 
cipalement dans l'artifice ingénieux que les premiers inventeurs de l'Analyse 
infinitésimale ont imaginé pour décomposer les fractions rationnelles en frac- 
tions simples, et dans la transformation qui rend rationnel tout radical carré 
affectant un polynôme du second degré, transformation due à Jean Bernoulli, 
aussi bien que la théorie des intégrales binômes. » (Liouville, /. E. P., 
XXIII- Cahier, i834, p. 37.) 

L'intégration au sens précédent étant en général impossible, la considération 
des intégrales élargit le champ de l'analyse par l'introduction d'une infinité de 
transcendantes nouvelles, 

(^) Comme Bernoulli, Ëuler s'attache à la recherche explicite des intégrales : 
Calculas inte gratis est methodus, ex data differentialium relatione inve- 
niendi relationem ipsarum quantitatum : et operatio, qua hoc prœstatur, 
integratio vocari solet (1768). 

(») Œuvres, 2* série, t. IV, p. 122. — /. E, P., XIX- Cahier, p. 571. 

(*) Cf. Riemann, Sur les séries trigonométriques {Œuvres, i854, p. aSg). — 
Darboux, Sur les fonctions discontinues {A. E. N., 1875, p. 74 et 89; 1879). 
— Jordan, /. M., 1892, p. 81, et Analyse, 2- édit., t. I, p. 87. — De la Vallée- 
Poussin, /. M., 1892, p. 424. — Tannery, Introduction, etc., p. 268. — Harnack, 
M. A., t. XIX, p. 243. 
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fermé (ab)a<^b : elle a dans cet intervalle des limites supé- 
rieure et inférieure L et Z (p. 26). 

Partag^eons rinlervalle (ab) en n parties (axi)y (^lO^a), ..., 
(^A-1 b), les nombres Xt , X2^ • • • , ^n-i allant en croissant : dans 
chaque intervalle (a?i.|Xi), la fonction a des limites supérieure et 
inférieure, L/ et //. Formons les sommes 

Si, = (a?| — a)Li-+-...4-(ar, — a:/_t)L,-f-...-t-(6 — a-|,_i)L„ ^ 

f« =(ar, — a) /|-4-...-h(a?/--a7/_,) //-f-...-h(6— ir„_i) /;» ^^ 

Â chaque mode de subdivision de l'intervalle (ab) corres- 
pondent des sommes Sn et ^^i. Les sommes S/< obtenues par tous 
les procédés de subdivision possibles ne sont jamais inférieures 
au nombre fl\e (6 — a)l; donc, quand les intervalles tendent vers 
zéro, elles ont une limite inférieure déterminée S. De même, les 
sommes s„^ qui ne dépassent jamais (b — €t)L, ont une limite 
supérieure déterminée s (p. 26). 

La limite inférieure S des sommes du type S^ n'est jamais plus 
petite que la limite supérieure 5 des sommes du type Sn» 

En effet, considérons deux modes de subdivision absolument 
quelconques de l'intervalle (ab) fournis par les points 

et appelons S/i, s,i, Sp, Sp les sommes correspondantes. Un troi- 
sième mode de subdivision, obtenu en rangeant les nombres 
précédents (xi^x'j^) de façon qu^ils aillent en croissant, donnera 
lieu à deux sommes 2m et o-^ telles que l'on ait 

*«<^/«> '/»<^mi 2î|«^S;i, £|it;^ Sp. 

> 

On en déduit 

*p< ^fn< S/n< Su, 

et, par suite, 

M. Darboux appelle ces deux limites j et S intégrales par 
excès et par défaut ('). Quand elles ont mente valeur, la 

(') On désigne souvent les limites supérieure et inférieure d'un ensemble de 
nombres par iim et lim, et ces intégrales par / et /. 
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fonction est dite intégrable dans Tintervalle {ab) : cette valeur 
commune est aussi par dëfinition celle de V intégrale (*). 

On en conclut que, pour rintégrabilité d^une fonction, il faut 
et il suffit que la différence S» — Sn^ correspondante un certain 
partage de l'intervalle (a6), ait zéro pour limite, lorsqu'on sub- 
divise ses parties en intervalles tendant vers zéro (^). 

Cette définition conduit aux propositions suivantes : 

1** Une fonction continue dans un intervalle est intégrable 
dans cet intervalle. 

En effet, pour toute fonction bornée, on a ' 

S» — *» = 2 [( hi^i — li^x ) ( Xi^x — Xi )] . 

Si la fonction est continue, on peut pousser assez loin la divi- 
sion en intervalles pour que, dans chacun d'eux, Toscillation 

reste inférieure à un nombre positif arbitraire -j--- — ; donc S^, — Sn 

peut descendre au-dessous de tout nombre positif e. 

2? Une fonction qui dans un intervalle n'est jamais décrois- 



(*) Soit \i un nombre arbitraire tel que ^«•<(j<^j^.i- 
On aura 

'<+!</(?/) <L..+i cti par suite, »«< £[(a?,+i -<«.)/( ï<)] <S^. 

t>Obc, étant donnée une fonction intégrable, on peut regarder son intégrale 

comme la limite de 

ï[(^/+i-a:.)/(Ç,)] 

et en particulier de 

S[(a?/+i-ar,)/(a:,)]; 

géontétriquemerU, l'intégrale s'obtient en prenant la limite d'une somme de 
rectangles. 

(') La condition est évidemment nécessaire. 

Elle est suffisante. En effet, de Tinégalité | S.— 5„| <c, on déduit 

|(S.-S)-*-(S-*)-4-(«-*J|<e. 

Chacun des nombres entre parenthèse est positif ou nul, et dès lors peut des- 
cendre au-dessous de toute quantité positive donnée c'. Mais S et < ont des 
valeurs fixes; donc S et s sont égaux. Du reste, la limite commune de S, et 
de B^ représente l'intégrale, puisque les inégalités | S„— S | < t', | 5^— S | < t* 
jnontrent que cette limite commune est S. 
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santé (et par suite une fonction n^ayant qu'un nombre fini de 
maxima et de mini ma), est intégrât le dans cet intervalle ( ' ). 

En effet, rhypothèse/(j:')2/(cr") pour a^ j:'< j:"^ 6 donne 

Par suite, en appelant o le plus grand des intervalles (x/j?/^,), 
on a 

S«- s„< $ Z(/(.r,+ , )-f{Xi)\ ou < o[/(^) -/(a )]. 

Il suffit de prendre o <' -rr-n t. — : pour que S,/ — s» descende 

^ ^ /{o) --/{(t) f ^ " " 

au-dessous de s. 

3® Appelons fonction à variation bornée dans un inter- 
valle {ab) une fonction bornée telle que, quelles que soient les 
subdivisions de (ab) en intervalles (j;/:r/^_,), la somme 

dite variation totale , reste inférieure à un nombre fixe. 

Une pareille fonction est la difTérence de deux Ibnclions posi- 
tives bornées non décroissantes; aussi elle est intégrable. 

4" Pour qiC une fonction finie soit intégrable dans un inter- 
valle, il faut et il suffit que les points oii l'oscillation de la 
fonction surpasse un nombre donné arbitraire si petit soit-il 
forment un ensemble non étendu (p. 25 cl ."^7). 

La condition est suffisante. 

En eflet, l'intervalle {ab) peut être divisé en intervalles de 
deux types. La somme de ceux qui renferment des points où la 
discontinuité de la fonction surpasse un nombre choisi arbitrai- 
rement peut descendre au-dessous de tout nombre donné : du 
reste, dans ces intervalles, la fonction est bornée. Les autres 
peuvent être partagés en un nombre /7/if d'intervalles tels que, 
dans chacun d'eux, l'oscillation de la fonction reste inférieure ù 



(') Souvent on appelle fonctions monotones dans un intervalle eelles qui, 
dans ret intervalle, ne sont jamais croissantes, ou jamais déeroissanles. 
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un nombre arbitraire. Dès lors, diaprés les raisonnements précé- 
dents, S„ — Sfi tend vers zéro. 

La condition est du reste évidemment nécessaire. 

En résumé, les fonctions continues sont toujours intégrables; 
les fonctions totalement discontinues ne le sont jamais. Les 
fonctions ponctuellement discontinues doivent, au point de vue 
de l'intégrabilité, être réparties en deux classes (*). 

Les considérations précédentes supposent la fonction finie 
dans l'intervalle (a6), et V intervalle lui-même fini. Si la fonc- 
tion devient infînie en 6, l'intégrale dans l'intervalle {ab) est, par 



(*) Relativement aux fonctions continues, il y a identité entre les notions 
d'inlég/xile et de fonction primitive : diflTérenlier et intégrer sont des opérations 
réciproques. Quelles modifications la généralisation de Kiemann apporte-t-elic à 
cette loi fondamentale du Calcul intégral, ou d'une manière plus précise : 

I* Soient fix) une fonction finie et intégrable dans un intervalle (ax) 
et F (a?) son intégrale ; réciproquement, la fonction continue F{x) a-t-elle 
une dérivée f et cette dérivée est-elle égale à /( a? ) ? 

Oui, si f{x) est continue; pas nécessairement dans le cas contraire. Ce qui 
est vrai, c'est que les quatre dérivées de F (a:) sont intégrables (p. 4^) et ont 
chacune pour intégrale V{x). 

Par exemple, prenons pour f{x) la fonction de Riemann (p. 38). En un 

point JT, la fonction F(a:)= / f{x)dx a pour dérivées à droite et à 

gauche f{x-ho) et f{x — o) : donc V{x) n'a pas de dérivée déterminée aux 

aA: -f-i 

points } et en a une aux autres points. 

"^ jn "^ 

2" Soient F(ar) une fonction continue, tlf{x) l'une de ses quatre dérivées : 
réciproquement, obtient-on F{x) à une constante près par Vintégration 
def{x)1 

Evidemment non, si f{x) n'est pas intégrable. Oui, si f(x) est finie et inté- 
grable : même alors, les trois autres dérivées sont finies et intégrables, et l'inté- 
gration de l'une quelconque des quatre dérivées donne à une constante près F(x). 
C'est ce qu'ont prouvé du Bois-Reymond {Af. A., t. XVI, p. ii5) et Dini {Fon- 
damenti per la teorica délie funzioni). Cf. aussi Sciiœnflies, Die Entwicke- 
lung, etc., p. 2o6. — Voss, Encyklopàdie der math. Wiss., t. II, p. loo. 

M. Lebesgue a essayé de donner une définition de l'iatégrah», comprenant 
comme cas particulier celle de Riemann, et résolvant le problème des fonctions 
primitives. Soit ^y une fonction croissante dans un intervalle. Au lieu de partir, 
comme Riemann, de la division en intervalles partiels, et d'en multiplier les 
longueurs par l'une des valeurs y^ de la fonction dans chaque intervalle, inver- 
sement au départ on ' se donne la division des variations de la variation, c'est- 
à-dire les nombres r, (ef. C /t.. n)oi. i"' semestre, p. ioJ>b). 
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définllion, la limite, si elle existe, de Pintégralc 

/ f{^)dx (quand s tend vers zéro). 

Par un procédé analogue, on étend, quand c'est possible, 
la notion d'intégrale à un intervalle qui grandit indéfiniment. 

Les intégrales obtenues de cette façon s'appellent intégrales 
définies généralisées ou impropres (*). 

161. La conception de Riemann a élargi la notion d'intégrale 
simple déjà rendue précise par Cauchy et Dirichlet. La théorie 
des ensembles et spécialement les propriétés des ensembles non 
étendus à plusieurs dimensions ( p. 25) rendent immédiate l'exten- 
sion de cette définition aux intégrales multiples (=*). 

Pour définir, par exemple, l'intégrale double, relative à un 
domaine continu cO a^ant une aire déterminée (') d'une fonc- 
tion /"(^,j^) finie dans ce domaine et sur sa frontière, on le par- 
tage en un nombre arbitraire n de parties ayant des aires déter- 
minées 0|, ..., 0|, ..., 0;,. Soient L/ et // les limites supérieure 



(') Cf. Riemann, Œuvres, traduction p. i!^o et l'^i. 

(-) Le premier^ M. Thoniac, en réponse à une remarque de du Bois-Hcymond, 
justifia Textension aux intégrales doubles de la définition de Hiemann {Zeit- 
schri/l fur Math., 1876, p. aa'i). 

(') La notion de Taire du rectangle étant supposée admise, voici comment Ton 
peut définir analvtiquement l'aire d'un domaine continu (0 limité par un contour 
fermé C. 

Décomposons le plan en carrés égaux par des parallèles aux axes, et considé- 
rons successivement la somme 9„ des carrés dont tous les points sont intérieurs 
à (0, et la somme £,„ des carrés qui ont tous leurs points ou au moins quelques- 
uns de leurs points appartenant à (0 ou à sa frontière. Lorsque les côtés de ces 
carrés tendent vers zéro, ces deux sommes ont respectivement des limites supé- 
rieure et inférieure déterminées a et A (a<A); a et A définissent l'étendue 
intérieure et l'étendue extérieure du domaine (0 (p. 25, note). Lorsqu'elles sont 
égales, on dit que le domaine est quarrable ou a une aire déterminée; leur 
valeur commune (a ou A) représente Vétendue de l'aire, {^qwuks^ Analyse. 
2* édil., t. I, p. a8 et 107. ) 

Un domaine est quarrable lorsqu'on peut construire deux lignes polygonales 
fermées, l'une intérieure, l'autre extérieure à C, et telles que l'aire comprise 
entre ces deux lignes soit inférieure à un nombre arbitraire : pour cela, il 
suffit qu'une droite quelconque ne rencontre C qu'en un nombre limité de 
points, ou m<^me que C swit une ligne rerlifiublc sans point multiple (p. if><>, 
note). 
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et inférieure de la fonction dans l'aîre 3/ : les sommes 

étendues au domaine (D, ont respectivement des limites inférieure 
et supérieure S et 5, lorsque les aires 8/ tendent toutes vers zéro, 
ainsi qne la plus grande des cordes inscrites dans ces aires. 
On les appelle intégrales par excès et par déjaut. Quand 
ces deux intégrales ont même valeur, c'est-à-dire quand la 
somme ^(L/ — /|)5/ tend vers zéro avec les S/, on dit que la 
fonction est Intégrable dans le domaine (ô; la valeur commune 
de S et de 5 définit celle de l'intégrale. 
De là ce théorème : 

La condition nécessaire et suffisante pour qiHune fonctiony 
finie et déterminée dans un domaine fermé quarrablc, soit 
intégrable dans ce domaine, consiste en ce que les points où 
la discontinuité de la fonction surpasse un nombre donné 
arbitraire forment un ensemble à deux dimensions non 
étendu ( '). 

Comment effectuer le calcul de cette intégrale double ? 

Prenons d'abord comme champ d'intégration un rectangle R 
de côtés parallèles aux axes : soient (^oJ>^o) (^i J^O deux sommets 
opposés. Le calcul de l'intégrale double 



J = / f f{^yy)dxdY 



revient au calcul successif de deux intégrales simples. 

En effet, Ja définition des intégrales doubles par excès et par 
défaut S et s^ relatives à la fonction finie /, montre assez facile- 
ment (-) que l'égalité de S et de 5, c'est-à-dire l'existence de J, 



(') Un pareil ensemble peut renfermer des lignes eonlinues, même en nombre 
tel que leur ensemble ait la puissance du continu. 

(2) Cf. DU Bois-Heymond, J. de Crelle, t. 9i, p. 277. — Stolz, Af. A., t. XXVI, 
p. 89. — Harnack, Af. A., l. XXVI, p. 566. — Joudan, /. M., 1888, p. S\, — 
PRINOSHEIM, r. //. cfe VAc. de Munich, 1898, p. 68; 1899, p. !\o. — ScH^iNFLiKS, 
Die EntKvickelung, etr., p. 192. 

Voiri, par exemple, comment, l'exislenre de J étant supposée. M. Prinçsheîra 
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entraîne Inexistence des quatre intégrales . 

\ dy i f dx, I dy I fdx. 



I dx I /dy, I dx I ^ 



démontre l'égal! lé 

7*yi 
(i) 



J = / lix I /{x, y)dy. 

La définilion d'intégrale simple par excès S, relative à une fonction <f{x) 
et à un intervalle {x^^ x^), donne 

s=iim2;9(u«. C7X=yy 

ou bien, en prenant égaux entre eux les intervalles 6,, 

/i-i 
(a) S=lim-> oLtoH ^ — ( .^_ ). 



1 = 



Cette formule rappelée, divisons le rectangle R en rectangles élémentaires 
égaux Tj^^, et appelons \^^, •t\^^ les coordonnées d*un point arbitraire appartenant 



à r^^. La définition de J donne 



m n 






= lim — 



11=0 v=o \o-0^etô,<i 



et par suite, puisque par hypothèse cette dernière limite existe 

J = lim — > hm - > / Xo H : y y^ -\ • 

Ji, = v = o 

On a donc, en saidant d'une transformation analogue à celle que définit 

l'équation (2), 

/« — i — 

JI=:0 ■^* 

rrlalion qui n'est autre que lu formule (1). 
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leur identilé avec J el, dès lors, Fidenlité des quatre înlé- 
grales (*). 

Passons au cas où le champ d^inlégralion est un domaine quel- 
conque (D quarrable; pour simplifier, nous supposerons que sa 
frontière C est rencontrée seulement en deux points par des 
parallèles aux axes. Désignons par Xq et Xt , yo et y^ les abscisses 
et les ordonnées relatives aux points de C le plus à gauche et 
le plus à droite, le plus haut et le plus bas, par 7o(^) ^^ ?i('^) 

( ' ) On en conclut que dans ce cas l'expression 

f dyl f f{x,y)dx- f /{x,y)dx\ 



(où la quanlilé entre parenllièse A n'est jamais négative) est nulle; dès lors, en 

.ji* 
/[ . ^ , au moins 

sur un ensemble y partout dense dans l'intervalle {y^y)^ et que les valeurs 
de y pour lesquelles A surpasse un nombre arbitraire forment un ensemble non 
étendu dans cet intervalle. 



vertu de la condition d'intégrabililc (p. 2j-]), que / /(Xy y) existe 



La réciproque n'est pas vraie. — L'une des expressions lim lira o(a, P), 

a = o p=o 

lim lim 7 (a, ^) peut exister sans l'autre; elles peuvent exister et avoir même 
(j=o a=o 

valeur sans que lim 9(31, ^) existe. Aussi : 

a = o p=:o 

i" L'une des intégrales 

peut exister sans l'autre. Le premier exemple en a été donné par M. Thoms 
{Zeiischri/e fiir Math., 1878, p. 67) : il prend /{x^ y) égal à i ou à ^y sui- 
vant que X est rationnel ou irrationnel, et pour limites (o, i) (o, i). Alors I, n'a 
pas de sens et I, a la valeur i. 

3** Ij et I2 peuvent avoir un sens et avoir même valeur, sans que J existe. 

Cf. Prinosheim, c. B. de VAc. de Munich, 1899, p. 47. — Schœnplies, Op. 
cit., p. 197. 

. Ces faits tiennent à l'existence d'ensembles partout denses dans un domaine, 
alors qu'ils ne sont partout denses sur aucune horizontale et sur aucune ver- 
ticale. De même, pour décider dans quels cas Texistence de I, entraîne celle 
de I„ c'est-à-dire dans quels cas on peut intervertir l'ordre des intégrations, il 
faut comparer, au point de vue de l'étendue, les ensembles formés par les discon- 
tinuités de/, suivant qu'on les considère comme distribuées sur des horizontales 
ou sur dos \rrliralcs. 
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les valeurs de y qui correspondent sur la courbe C à chaque 
valeur de a:(©o< 'f i)? ps^r rfw l'aire d'une des divisions de (0. 

L existence de J dans Vaive (ô entraine Végalité 

En effet, soit g{x^y) une fonction égale ^/{^, y) dans l'aire (û 
et nulle à son extérieur; soit R un rectangle avant ses côtés paral- 
lèles aux axes et tangents à C. 

La discontinuité de g{^,y) le long de C n'empêche pas Tinté- 
grabilité de g{x^y) dans R : comme l'intégrale de cette fonction 
étendue au domaine R — CD est nulle, il vient 

/jryC^.r)^^ =ffg{x,y)dR. 
D'après les résultats relatifs au rectangle, on avait 

du resle^ pour toute valeur de x appartenant à l'intervalle (^o ^\ X 
on peut écrire 

g{3P.y)dy== I J{x,y)dy. 



On en déduit immédiatement la formule (i). 

162. La notion d^ intégrale curviligne revient à celle d^ inté- 
grale rectiligne. 

Prenons une ligne AM dont l'équation puisse être mise sous la 
forme j' =zf(x); désignons par (^oJKo)> (-^J') ses points extrêmes A 
et M, et par u{x, y) une fonction continue le long de cette 
ligne; enfin supposons que la fonction /(x) est continue dans 
l'intervalle (xqx)^ et que la courbe est coupée au plus en un point 
par les parallèles à Oy. 

La fonction déterminée et continue i/[;r,/(^)] est intégrable 
dans l'intervalle (:ro^)- Au lieu d'indiquer, dans l'élément diffé- 
rentiel de l'intégrale correspondante, la dépendance entre x et y 
en mettant en évidence la forme de la fonction/, on peutrecourii 
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à rimagc géométrique, parler dMntégrale évaluée le long de 
l'arc AM, et pour la représenter, substituer au symbole 

Tune des notations 

AM ^'x^y* 



j ii{x,y)dx, f u{x,y)(lx. 



L'intégrale ainsi envisagée est une intégrale curviligne. 

Cette définition revient à intercaler entre les extrémités A et M 
de l'arc AM des points de division {x\ J'i ) • • • {^i.Yi) • • ■» et à dire 
que l'intégrale curviligne est la limite de la somme 

2^VjCi^^ — Xi) U{Xiyyi)\ (£ =r. O, I, ...), 

quand le nombre des divisions augmente indédniment, de façon 
que tous les intervalles {xiXi^x) tendent vers zéro. 
Définition analogue pour les intégrales curvilignes 

/ ^\^0')dy, 
•-'am 

que Ton associe souvent aux premières (on suppose x fonction 
uniforme et continue Aq y le long de l'arc AM) (*). 

Pour étendre celte notion au cas où la ligne AM est rencontrée 
en plus d'un point par des parallèles aux axes, nous supposerons 
qu'elle est divisible en parties, satisfaisant chacune à la condition 
exigée au début, et nous prendrons une somme d'intégrales. On 
peut dire aussi que dans la sommation des éléments de Tintégrale, 
on part du point A, et marchant sur la courbe dans le sens des arcs 
croissants, on doit faire correspondre à chaque valeur de x celle 
des valeurs de y (jui est relative au point où l'on est parvenu. 

Remarque, — Soient x=^ o{l),y=: '^(t), les équations de la 
ligne continue AM ; pour simplifier, nous supposerons aussi la 



(') Lorsqu'un arc de courbe y "/{x) est divisible en parties telles que pour 
chacune d'elles y soit fonction uniforme de x^ et x fonction uniforme de y^ alors 
si y est fonction continue de x, x est fonction continue de y (rf. Jordan, Ana- 
frse, 2* étiil.. l. I, p. ')[)). 
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conlinuilé des fondions (p' et Yj ^^"^ peut-être en un nombre 
limité de points, où elles passent d'une valeur finie à une autre 
valeur finie. Un changement de variable, que les lij^polhèses 
rendent légitime (' ), donne pour valeur de Tintégrale curviligne 
le long de AM Tintégrale rectiligne 



T 

f u['^(t),^(t)}o\t)dt. 



(On suppose que, t croissant de t^ à T, un mobile parcourt 
Tare ÂM en marchant toujours dans le même sens.) De là, dans 
le cas considéré, un procédé plus général pour le calcul de l'inté- 
grale curviligne. 

163. Les intégrales entre des limites imaginaires se ramènent 
aux intégrales curvilignes. 

Soit f{z) une fonction déterminée et continue le long d'un 
arc AM du type défini ci-dessus. Cauchy définit l'intégrale de /(s) 
le long de cette ligne, en divisant la ligne en n parties aux 
points ^1 , . . . , z/, . . . , et en regardant Tinlégrale comme la limite 
de la somme des éléments f{zi)[zt^x — zi\ quand les diffé- 
rences I Zi^x — Zi I tendent vers zéro. 



(') Étant données une fonction f{x) uniforme, finie et inlégrable dans un 
intervalle {x^\) et une fonction x = o{l) continue dans l'intervalle corres- 

pondant (^o^), à quelles conditions peut-on, dans l'intégrale j f{x)dx^ 

faire le changement de variable x = ^{t): 
D'après la définition de l'intégrale : 

1" // sujjît que la fonction ^{t) soit monotone et ait une dérivée continue 
dans rintervalle {l^'ï)' Même si/(x) est intégrabic pour les valeurs de x, cor- 
respondant à l'intervalle (^oT), qui sont extérieures à l'intervalle (jTqX), 
o{t) peut n'être pas monotone. 

2' // sujfit que ?(/) soit monotone et ait une dérivée finie inlégrable dans 
rintervalle (/tfT). 

C/. Tannery, Introduction, etc., p. 325. — Jordan, Analyse, 2* édit., t. I, 
p. i35. 

D'après cela, non seulement les hypothèses faites sur la continuité de ç' cl 
de ^J*' ont uniquement pour but de permettre d'évaluer l'intégrale curviligne au 
moyen de l'intégrale rectiligne ci-dessus, mais même ce procédé d'évaluation 
resterait légitime avec des hjpolhcses plus larges. 
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Pour prouver Pexistcnce de celte lîmîte., supposons f{z) mis 
sous la forme {/ + eV, ce qûî donne 

4- t 2 i ^(^/»^/)[^/4-i — a?/] — «(x/jj^/) [7/4-1— -K/] j. 

En vertu des hypothèses relatives à Parc ÂM et de la conti- 
nuité de f{z)y qui entraîne celle des fonctions u et (^, le second 
membre a une limite; cette limite est la somme d'intégrales cur- 
vilignes associées par le symbole i : on a donc par définition 

Jf f{z)dz^ I {udx — vdy)'-^i j (vdx-^udy). 
AU «^AM *^ÀU 

Si la ligne d'intégration ÂM avait des équations de la forme 

telles que de plus les dérivées ^'{t) et ^'{t) fussent continues, le 
calcul de Tintégrale se ramènerait à des intégrales rectilignes 
par la méthode indiquée plus haut (*). 

Remarque. — Cette définition fait intervenir le chemin suivi 
par la variable pour aller de la limite z^ à la limite 2. 

(') Un calcul direct ou un théorème précédent (p. 307, 3o) montre que 

lim /^ \f{^i) [-^i^.,— Zi] j existe toutes les fois que la ligne AM est rectifiable. 

{Cf. Jordan, Analyse, 2' édit., 1. 1, p. 183.) Aussi désormais nous pourrons prendre 
comme chemin d'intégration toute ligne rectifiable. Rappelons leur définition* 

Une ligne est rectifiable quand elle est continue et a une longueur, c'est- 
à-dire quand il existe une limite au périmètre d'un polygone inscrit (de la 
manière habituelle) dans la courbe. Pour que cette limite existe, il suffit (et 
c'est là renoncé élémentaire) que les fonctions 9 et 4^ soient continues ainsi 
que leurs dérivées (en ce cas, l'arc a aussi une dérivée) : de fait, // faut et il 
suffit que les fonctions ^ et '^ soient continues et à variation bornée. ( Cf. Jor- 
dan, Analyse, 2* édit., t. I, p. 100. — Sciieefer, A. M., t. V, p. 49» Allgemeine 
Untersuchungen iiber Rectification der Curven. — Study, M. A., t. XLVII, 
p. 3i3. — AscoLi, Jahrbuch der Mathematiky t. WI, p. SSg. ) 

Tout ensemble fermé, dont les éléments sont rangés dans un certain ordre et qui 
est la représentation continue d'un segment de droite (p. 39 ) est regardé comme 
une ligne continue; dès lors il ne suffisait évidemment pas de prendre comme 
lignes d'intégration des lignes continues. (Le carré considéré par MM. Peano 
et Hilbert peut être regardé comme une ligne continue; on voit combien, en 
pareille matière, il faut se défier de l'intuition géométrique. Cf. p. 16.) 
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Elle ne suppose pas analytique la fonction continuey*(3). 

Elle subsiste, si la fonction tout en restant finie, est discon- 
tinue en un nombre limité de points de AM. 

Cette ligne peut être formée d'un seul arc de courbe^ ou d'un 
nombre limité d'arcs rectifiables. 

L'intégrale a deux valeurs égales et de signes contraires pour 
un même chemin parcouru dans deux sens différents. 

Appelons L la 'longueur de la ligne d'intégration, et M le 
maximum de |y*(^)J le long de cette ligne. Le module d'une 
somme ne dépasse pas la somme des modules; d'où l'inégalité 



X 



f{z)dz 



^ML, 



qui donne, pour l'intégrale, une limite supérieure souvent utile. 

164. En poursuivant cette étude, nous supposerons analy- 
tique la fonction sous le signe d'intégration. 

Théorème. — Une fonction analytique dans un domaine 
a pour intégrale une fonction analytique dans ce domaine. 

En effet, de la définition 

(udx—v dy)-h i f (v dx -h udy) = P -^ îQ 

résultent les égalités 

dP dP f)Q âQ 

dx ^ dy * dar dy 

dès lors, la fonction P-h «Q a bien une dérivée unique. 

Remarque. — Cette dérivée ^ =^ P®"^ s'obtenir, par 

exemple, en supposant dy nul. Elle a donc pour valeur 

1- i — - ) dx 

dx dx I 



dx 



ou a -+- IV, 



16o. La formule du changement de variable est la même que 
pour les intégrales réelles. 
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Soit à effectuer la substitution i: = <c(ÎJ), <p(ÎJ) désignant une 
fonction uniforme et continue, ainsi que sa dérivée, le long des 
lignes r transformées. des lignes dMntégration C décrites par s. 

Choisissons sur Tare F des points de division ÎJ, (soient Zi les 
points correspondants de C), tels que, e étant un nombre positif 
arbitraire donné, l'inégalité | Çi.|_i — Ç|| <C S entraîne 

Le premier membre de l'égalité 



2/(-/)(^/-^i~ 5/) =2 U[?(C/)](o-M- ;/)[?'(;/) + £/] 



a pour limite l'intégrale à transformer. Le second se sépare en 
deux parties : l'une. a pour limite une intégrale prise le long de T; 
te module de Tautre descend au-dessous de tout nombre donné, 
puisqu'il n'atteint pas MFe, en désignant par M le maximum 
de 1/(^)1 le long de F, et par F la longueur de celte ligne. D'où 
la formule 

- r 

jT /(5)rf5= r /io(Ç)]o'(;)rf!:. 

*• sa 

166. La règle donnée par Leibniz pour la dérivation d'une 
intégrale par rapport à un paramètre s'étend aux intégrales 
de \ariablcs complexes, puisqu'elles se ramènent à des intégrales 
curvilignes, et dès lors à des intégrales rectilignes (on suppose 
l'intégrale prise le long d'un arc qui ne change pas, quand le para- 
mètre varie). 

Voici un raisonnement direct. 

Soit/(5, iv) une fonction de deux variables, holomorphe dans 
un champ double (A, X) frontière comprise; j'appelle F(iv) 
l'intégrale de cetle fonction, le long d'un arc fini de courbe recti- 
fiable C, intérieur à A. 

(•) En ?erlu de ces égalités, rexislence d'une limite pour > K.— ^;_il en- 
traîne Texislcnce d'une limite pour V |-.— ^,_i|, cars est arbitraire et ?'(Ç) 

est borné. Par suite, si les lignes V sont rectifiables, il en est de même des 
lignes C. Des lors, la démonstration exige seulement que les lignes V soient rvc- 
tifiables. 
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• A un accroissement h donné à (v (lel que (v + h ne sorte pas 
de «l>) correspond pour Tintégrale un accroissement 

La fonction Iiolomorphe / admettant des dérivées partielles 

holomorphes, -^ est fonction continue de 5 et de iv; dès lors, la 
différence 

' h ô^iT- = ^'^^^ "^^ ^^ 

tend uniformément vers zéro avec /*(')• A tout nombre positif 



(') Quand une fonrlion réelk /{<x) a une dérivée continue dans un intervalle 
fermé (x^ac,), la différence i, 

(.) /<iL±_^^l/li^ _/•(,) ../'(JH-O A) _/•(,) 

converge uniforniénienl vers zéro avec h (p. 35), puisque la continuité de /'(*) 
dans Tintervalle (a^a,) entraîne sa continuité uniforme. 
De même, la formule des accroissements finis donne 

/( jr, a H-A) — /*( J7, ot) -. ^ ., , f. ^ . ., , . 
h — -/a(-2*, 3t)=A(j:,aH-0Aa)-/.(a:,a); 

Parsuite, si/B(J7, a) est fonction continue de x et de a, ces deux expressions 
convergent uniformément vers zéro (p. 46) dans un ensemble (x, a) défini par 
les inégalités ar|,< a: cJ:,, a,<a>a,. 

Passons aux variables complexes. Soit /(«») = 9(tt, v) -h t <Kw, v) une fonc- 
tion holomorphe dans une aire et sur sa frontière; quand la variable i%> ^ u -\- iv 
reçoit un accroissement h~k-h if, la différence 

(2) ~ ,^ — -—/(W) 

tend uniformément vers zéro en même temps que /*, dans faire considérée. 

En effet, la combinaison / étant holomorphe, les fonctions ç et <}/ ont des déri- 
vées continues, et l'on peut écrire (p. 5o) 

fiw-hh) -/(tv) ---- {9u-hi^'u){k -4- iV) H- e,A- — Cj/ -+- 1 (s,/ + £,/. ), 

£„ Éj pouvant descendre au-dessous de tout nombre positif donné c, quel que 
soit le point (w, i^), si | A | reste inférieur à un nombre fixe. Dès lors le module 
de l'expression (a) n'atteindra pas \z. 

Pour étendre le raisonnement au cas étudié dans le texte, on écrira la fonc- 
tion /(c, «') sous la forme ç(x. r, //, v) -^ i^(,T, v, i/, r) (n° 31ÎI). 
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donné e correspond un nombre positif lel que l^on ail, dans tout 
le domaine {Zy w), jv; | <[ e pour | A| < 8. On en déduit, en appe- 
lant C la longueur de la ligne d'intégration, 



F(w-hh) — F(w) C ^f fi 



-L 



C ^«^ 



<eC, 



et finalement 






Ainsi, on peut permuter les symboles de dérivation et d'inté- 
gration. 

§ II. — Les intégrales de Cauchy. 

167. Soient u(x^y) et i'(^,jK) deux fonctions de variables 
réelles, uni/ormes et continues^ ainsi que leurs déri\^ées par- 
tielles du premier ordre, dans un domaine continu (0, à con- 
nexion simple ou multiple, et sur sa frontière C (*). Une formule 
dite de Riemann {Œuvres, irad., p. i3), cas particulier de celle 
de Green, donne 

L'intégrale double est étendue au domaine CD, et l'intégrale curvi- 
ligne est prise dans le sens positif [sens des flèches {fig» 28)] le 
long de C. 

En effet, supposons d'abord le domaine CD simplement connexe 
et tel que sa frontière soit coupée seulement en deux points par 
des parallèles aux axes. La relation s'obtient en remarquant que 
l'on calcule une intégrale double en faisant successivement deux 



C) Il suffit de supposer celte frontière formée de contours /crwe* simptes 
(dans ce qui va suivre, nous entendrons par là des courbes continues dont les 
points extrêmes coïncident et dont tous les autres points sont distincts), exté- 
rieurs les uns aux autres, tous intérieurs à un contour de même nature, tous 
rectifiables. 

Néanmoins^ pour simplifier la démonstration, nous prenons le cas où C peut 
être divisé en un nombre fini de parties, ayant respectivement des équations de 
la forme y ~ f{x)^ f{^) désignant une fonction continue qui n'a pas une infi- 
nité de maxinia et de minima. 
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intégrations, et que la première s^effectue immédiatement quand la 
fonction à intégrer est la dérivée partielle par rapport à ^ ou à y 
d'une fonction connue. 

Pour étendre la formule aux domaines quelconques à connexion 
simple, on les décompose par des transversales en domaines (î)', 
(E)", CD'" satisfaisant chacun à la condition énoncée {fig^ 27). De 

Fig. 27. 




même par l'addition de cloisons, un domaine (D à connexion mul- 
tiple se ramène à un domaine (J£)| simplement connexe {^fig^ 28 
et 29). Dans les deux cas, lorsqu'on applique la formule (i) aux 



Fig. 28. 



Fig. 29. 





domaines (D', (©'', CD'" ou au domaine (ô|, les intégrales doubles 
étendues aux aires intérieures s'ajoutent, et les intégrales curvi- 
lignes prises le long des cloisons auxiliaires parcourues deux fois 
en sens inverses se détruisent. 

Cauchy en a déduit ce théorème ( ' ) : 

La condition nécessaire et suffisante pour que l* intégrale de 
la fonction considérée le long de la frontière du domaine cD 



(■) Longtemps auparavant, d'Alerabcrt {Essai d* une nouvelle théorie de la 
résistance des fluides, 1752) avait été amené, pour étudier les composantes de la 
vitesse dans un tourbillon, à introduire les fonctions u dx — v dy^ v dx -f- u dv, 
et à V déterminer u el v de manière à avoir des diiïérenlielles exactes. 
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OU de tout domaine intérieur soit nulle, est qu'en tout point 
intérieur au domaine on ait 

, . àii àv 

En effet, la condition est évidemment suffîsante. Elle est néces- 
saire; sinon, on pourrait trouver, ci Tintérieur de CD, un domaine 

simplement connexe 8, de frontière y? dans lequel la (onction con- 

de du 
linue ^ -T- conserverait un signe constant; et par suite, en 

vertu de la formule (i), l'intégrale curviligne prise le long de y ne 
serait pas égale à zéro ( * ). 

Cette proposition fondamentale permet de décider dans quel cas 
l'intégrale curviligne 

dx -h ç dy 



/ " 



(') On peut donner aux théorèmes de Green et de Cauchy un énoncé plus 
large. 

i'* Pour que la formule (i) soit valable, aucune liypotliêsc sur la continuité ou 
môme l'intégrabilité des dérivées du premier ordre n'est nécessaire : il suffit que 
les fonctions u et v soient uniformes et continues dans (0 et sur C, que leurs 

dérivées -.— et -,- soient uniformes et bornées, enfin que les intégrales doubles 
dx âj^ » M e 

/ / "T-^^ ^y ^^11 ~r-dxdy étendues au domaine (0 existent. 

En effet, prenons d'abord comme contour d'intégration un rectangle R a3'ant 
pour sommets opposés {x^^y^), {xy). 



L'existence de l'intégrale double entraîne rexistence de / — -^ — dx pour 

un ensemble de valeurs y' de y partout dense dans l'intervalle ( J'o.r ) ( p. 262 ) ; oh 
a donc 



•'0 *" 



■=^ v{x,y') - o(Xp, .r'). 



/^^dvix y) 
^ dx 

dans l'intervalle {yoV)] et par suite, comme cette fonction coïncide avec 
vix^y) — v(a7a,r) au moins pour des valeurs dey formant un ensemble par- 
tout dense dans l'intervalle ( l'o J')> o" «1 ^><^" 






Ox 

(3) 

[ ^ I [v{x,y)~v{x^, r)]dy= I 1^-^-^''^-' dxdy. 
En traitant de la nu^me manière la scr(»nde intégrale double et en combinant les 
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prise le long d'une courbe intérieure au domaine cô, entre deux 
limiles {x^y^)^ (^JK) fi^^ées arbitrairement, dépend du chemin qui 
les relie. 

Si l'on considère des chemins pouvant être ramenés les uns aux 
autres par déformation continue sans sortir du domaine, il faut et 
il suffit, pour que l'intégrale curviligne ait une valeur indépen- 
dante du chemin, que la relation (2) soit identiquement satisfaite. 

Le même problème se pose pour les intégrales entre des limites 
imaginaires, puisque ce sont des intégrales curvilignes associées. 
Cherchons donc si la fonction 



w{z) 



= f A^)dz 



varie quand la ligne d'intégration se déplace dans un domaine (£) 
que nous supposons d'abord simplement connexe (*). En d'autres 
termes, examinons si la fonction {v(z) est uniforme dans ce do* 



résultats, la formule de Green se trouve démontrée pour le rectangle, et dès lors, 
par une extension facile, pour le domaine (Ô. 

Cf. Pringshbim, C. B. de l'Ac. de Munich, 1899, p. 52. 

Q* Pour déduire de la seconde des équations (3) et de Téquation analogue 
relative à u la formule (qui revient à celle de Caucliy) 

( 4 ) I udx -i- 9dy = Oy 

il suffit d'ajouter aux hypothèses précédentes que les points où -. -,— sur- 

I ox ôy 

passe un nombre e, si petit soit-it, forment un ensemble 8 à deux dimensions non 
étendu, puisque les intégrales doubles d'élément ( -r —\dxdy relatives à 

chacun des ensembles S et (0 — 8 tendent alors vers zéro. 

Mais le raisonnement fait plus haut montre que la première des équations (3) 
(combinée avec l'équation analogue relative à u) suffît, sans la formule de 
Green et sans la considération des intégrales doubles qui y figurent, pour 
obtenir la relation (4)> Ainsi cette formule (4) exige seulement que les inté- 
grales f dy j -^dXy I dy I -r-dx existent, que l'on puisse intervertir dan 

cette dernière expression l'ordre des intégrations, et que les points où 

surpasse s forment un ensemble à deux dimensions non étendu. 

(*) En considérant la valeur d'une fonction en un point comme pouvant dé- 
pendre du chemin suivi par la variable pour y parvenir, Cauchy a résolu des 
difficultés qui longtemps avaient arrêté les géomètres : par exemple, il a pu 
expliquer la multiplicité des valeurs du logarithme, de l'arc sinus, des intégrales 
des fonctions rationnelles cl algébriques {voir t. II). 

F. 18 



s 

dv du 
ôx Oy 
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maine, ou encore si l'intégrale le long d^un contour fermé simple 
arbitraire, intérieur au domaine, est nulle. 

Une intégration directe peut trancher la question, quand on a 
sous le signe d^intégration une différentiel le exacte. Ainsi, le long 
d\ine courbe fermée ajant Torigine à son intérieur, Tintégrale 



=1'"- 



^dz 



est nulle si a est un entier différent de zéro ('). Dans le cas 
général, la solution repose sur le théorème de Cauchy. 

168, Théorème fondamental. — Le long d* une ligne fermée 
simple intérieure à un domaine simplement connexe, l'inté- 
grale d'une fonction, holomorphe dans ce domaine, est nulle. 

Démonstration de Cauchy-Riemann. — Soit 

la fonction donnée. Le long de toute ligne C, on a par définition 

Jj /(z) dz =^ j {u dx -~ V dy) -\- i 1 (udy -^ v dx). 

D'après les propriétés des intégrales curvilignes, et les hypo- 
thèses de continuité relatives k u, v et leurs dérivées, pour que le 
second membre soit nul quel que soit le contour fermé simple C, 
il faut et il suffit que Ton ait en tout point du domaine 

,,, du dv du dv 

dy ôjc dx dy 

Ici, ces conditions sont vérifiées : l'intégrale est donc nulle ('). 



C) Si a n*est pas entier, l'étude de Tintégrale I le long d'un cercle de rayon r 
revient à celle de la variation de 2", lorsque l'argument de z augmente de 27;, 
par exemple varie de 8^ — 1: à 8g-f- *s. On a ainsi 

a I = /-• ( e'«t V«) — e"'('o-'^) ) = 2 />• c* 'o sin a r . 

Non seulement sa valeur n'est pas nulle, mais elle dépend du rayon du cercle el 
du point d'où l'on est parti pour le décrire. 

(^) Prenons le cas où les fonctions u tl v sont uniformes et continues, et ont 
des déri\ées partielles du premier ordre uniformes et bornées. D'après les 
remarques faites (p. 273), pour que le théorème de Caucliy soit valable, il suffit 
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Démonstration de M. Goursat. — Elle repose simplement sur 
la notion de dérivée d'une fonction /(z) (p. Sa), et n'exige plus 
d'hypothèse relative à la continuité de /'(^) (*). 

Considérons une aire «.1» limitée par un contour ayant une Ion- 
gueur finie C, et une fonction f{z) continue, uniforme et ayant 
une dérivée dans l'aire tX^^ frontière comprise. 

I® f{z) est uniforme; dès lors, si, par un procédé quelconque, 
par exemple au moyen de droites équidistantes parallèles aux 
axes, on partage l'aire «II0 en élémentsai(dont nous désignerons les 

contours par C|), l'intégrale 1 /(z)dz a même valeur, qu'on la 

prenne le long de C dans le sens positif, ou bien dans le même 
sens le long de tous les contours a (les intégrales prises le long 
de celles des lignes c/ qui ne font pas partie de C se détruisent). 



que les intégrales superposées dont nous avons parlé existent, qu'on puisse 
changer dans Tune d'elles l'ordre des intégrations, et que les points où 



et 



au dv 



àx dy I 
surpassent un nombre arbitraire donné à l'avance forment un 



dy dx 
ensemble non étendu. Dans la démonstration ainsi présentée, aucune condition 

de continuité relative aux dérivées n'est plus requise; une condition d'intégra- 

bilité est exigée. 

(') i4. A/., t. IV, p. 197; 1884, et Transactions of the American math. Soc, 
t. I| p. ij ; 1900. M- Pringslieim a rendu plus rigoureux certains détails de cette 
preuve. (Môme Kevue, t. II, p. 4^3; 1901.) 

Admettons l'existence et la continuité de/(^) et l'existence de/'{z). 

Les démonstrations antérieures {voir p. 278) supposaient soit la continuité 

de fi s) y soit, ce qui revient au même ( Prinqshrim, Mém. de l'Ac. de Munich, 

f(z + lz)-f{z) ^,^_^ 



1895, p. 3o3)i que 
toutes les valeurs 



tend uniformément vers o, pour 



Lz 
de Lz inférieures à un nombre fixe, dans tout te domaine ^X 

(sauf peut-être en des points formant un ensemble non étendu). Ici on s'affran- 
chit de cette hypothèse explicite. 

Comme la formule de Cauchy (n* 170), avec ses consé<{uences, découle de ce 
théorème, il suffit, pour édifier la théorie des fonctions analytiques, de regarder 
comme holomorphes les fonctions f{z) qui sont uniformes et continues, et ont 
une dérivée. 

Nous avons vu (p. .{q, note) que, pour qu'une fonction continue u + iv ait une 
dérivée, certaines conditions sont requises, en dehors de l'existence des dérivées 
partielles de u et do v, et des relations (H). Happclons aussi qu'au sens de la 
théorie des fonctions analytiques, une expression f{z) est regardée comme fonc- 
tion de z seulement lorsque [ f{z -^ Iz) — f{z)] '. Xz a une limite finie f'{z)^ 
la même quand \x et ly tendent vers o indépendamment l'un de l'autre, ou 
bien lorsque dans renscmble — -n^O^i: le rapport [/(s-t-pe**) — /(5)]:pe** 
tend uniformément vers f'{z), quand p tend vers o (p. 47» note). La définition 
même de Hiemann (p. 49» textr) est trop lar^c, quand /'(5) n'est pas continue. 
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Celte conclusion subsiste, que Ton ait découpé Taire M en élé- 
ments à l'aide de carrés tous égaux entre eux, ou bien que Ton 
se soit astreint à ne pas subdiviser certains carrés, de telle sorte 
qu'à côté d'un carré il y en ait d'autres de même surface par- 
tagés en 4, 7) lo, i3, i6, ... parties. 

2® Remarquons aussi que l'on peut pousser assez loin la divi- 
sion de '^a en aires partielles d'un seul tenant ai pour que l'on 
ait, relativement à chacune d'elles, 

(0 \A^)-A^i)-i^-^i)f'(zi)\^\z-Zi\z, 

£ désignant un nombre arbitraire donné à l'avance, z l'affixe d'un 
point quelconque de c/, et Zi l'affixe d'un point fixe convenable- 
ment choisi dans a/ ou sur c/. 

Pour le prouver, parlons d'une division arbitraire du plan en 
carres, et considérons ceux d'entre eux qui contiennent au moins 
un point de l'aire cl>. Les aires ai correspondantes peuvent être 
réparties en deux catégories, suivant qu'elles satisfont ou non à 
la condition (i). Nous affranchirons de toute subdivision ulté- 
rieure les carrés du premier type. Partageons chacune des autres 
en 4 parties égales, à nouveau en 4 parties égales, etc., en ayant 
soin, après chaque opération, de mettre à part parmi les carrés 
obtenus ceux pour lesquels l'aire ai correspondante satisfait à la 
condition (i) pour les exclure de tout partage ultérieur. Après 
un nombre fini d'opérations, les conditions de l'énoncé seront 
réalisées. 

l£n effet, si une aire ai ne satisfaisait pas à la condition (i) et 
ne pouvait être divisée en parties qui y satisfont, on pourrait 
trouver une suite indéfinie d'aires ai, ..., a/^, ... (toutes inté- 
rieures les unes aux autres et comprises entre des droites dont 
l'écart tendrait vers zéro), qui ne satisferaient pas à la condi- 
tion ( i) : soit Zq le point limite que les subdivisions de l'aire Jt 
amèneraient ainsi à définir (voir p. Sg). Ce point Zq est intérieur 
à al) ou sur C. 

Au point ^0) la fonction continue y (5) admet une dérivée : c'est- 
à-dire qu'à tout nombre positif donné e on peut faire correspondre 
un nombre positif tel que l'inégalité | /i| <C^ entraîne 

(2) |/(-o+/0— /(-o)-/'/\-o).r|/'h- 
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En efTecluant les partages, on peut s^arréier seulement à des 
aires assez petites pour que tous les points du contour d\ine 
aire a^,, qui renferme le point ^o à son intérieur ou sur sa frontière, 
soient intérieurs au cercle \z — 3o\ = o. Dès lors l'inégalité (2) 
est en contradiction avec Thypothèse d'après laquelle on ne pou- 
vait trouver, dans Taire oLn ou sur sa frontière, de point où l'iné- 
galité (1) fût satisfaite ( * ). 

Ces lemmes posés, imaginons l'aire >X> divisée en éléments ai 
satisfaisant chacun, pour un point :;{ de l'aire ai ou de son con- 
tour c<, aux conditions (i) et tels qu'il n'y en ait qu'un dans chaque 
carré. Aux divers points de c/, la fonction /{z) peut se mettre 
sous la forme 

71 ayant son module inférieur à un nombre arbitraire e, le même 
pour toutes les aires «,-. Par suite, l'intégrale / f{z)dz se décom- 
pose en trois parties 

[f{ii)-Zif{Zi^] fdz, f\zi) fzdz, f(z-Zi)ridz. 



Les deux premières sont nulles (2). Dans la dernière, \z — Zî 
ne dépasse pas //y/^, // désignant le côté du carré qui correspond 



(*) Le raisonnement va supposer que le contour C peut être divisé en 
un nombre fini de parlies n'ayant chacune dans la direction des deux axes 
qu'un nombre fini de maxima el de minima : on peut alors trouver des carrés 
assez petits pour que leurs périmètres, et ceux des carrés que Ton en déduit 
par subdivisions ultérieures, ne rencontrent C qu'en deux points. Dès lors, tout 
carré, même situé sur les bords, finira par ne plus contenir qu'un seul frag- 
ment a,- de Faire <A>. (II serait facile d'adapter le raisonnement au cas où il 
n'en renferme qu'an nombre fini.) Pour passer de là au cas où C est seulement 
rectifiable, on peut remarquer que le théorème est vrai pour le triangle, et 
l'étendre par des considérations de limite aux contours rectifiables quelconques 
(c/. aussi PRI^OSTIEIM, Transactions, etc., 1902, p. .''117'). 

(') On le voit en appliquant la définition même de l'intégrale. Divisons la 
ligne Cl aux points z^, ..., z^, ..., z^ (z^—z^) et prenons pour valeur de 2 
dans l'intervalle (5^5.,^i) la moyenne de ses valeurs aux extrémités de l'inter- 
valle. Il vient 



fz dz - Mm y "-^ — îi = o. 
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à rélémenl a/; le module de la troisième intégrale ne dépasse 
donc pas 

6 // v/? / \dz\. 

Les contours a sont formés, les uns uniquement de segments 
parallèles aux axes, les autres partie de segments rectilignes et 
partie d'arcs appartenant au contour C; ils ont donc pour péri- 
mètres ou bien 4 'ô ou bien un nombre inférieur à 4'/4-Tn 
Yi désignant la longueur de la portion de C faisant partie de c/. 
Par suite, en opérant de la même manière pour chacune des 
n aires a/ dans lesquelles on a partagé l'aire eA», il vient 

n n 



i=:r'^ 



1 = 1 



Soit A Taire d'une surface assez étendue pour renfermer à son 
intérieur tous les carrés aj^ant au moins un point commun avec 

Taire «l), et par suite supérieure à 51'?' ^" ^ 



f/{z)dz 



<e/;ï(4AH-C/), 



/ désignant la limite supérieure des /|. 

Le second membre, produit d'un facteur borné par un nombre e 
qui tend vers zéro, tend lui-même vers zéro. Donc le premier 
membre, qui a une valeur fixe, est rigoureusement nul (*). 

( ') Cauchy a donné de son théorème deux démonstrations. 

L'une s'appuie sur des considérations infinitésimales : u ... La démonstration 
repose sur cette seule observation que la variation de l'intégrale est nulle, ce 
qu^on pouvait prévoir d'après les principes du calcul des variations ... », lorsqu'on 
change infiniment peu le chemin d'intégration. (Cauchy, Mémoires sur les inté- 
grales définies prises entre des limites imaginaires^ iSaS, p. 6.) C/. Picard, 
Analyse, 1* édit., t. I, p. 86. 

On peut y rattacher la démonstration de Driot et Bouquet ( Fonctions ellip- 
tiques, 2» édit., 1875, p. 128), celle de M. Mittag-Leffler, qui repose sur la même 
idée fondamentale que celle de Briot et Bouquet {Gottinger Aachrichten, 1875, 
p. 65), et surtout celle de M. Falk. Dans cette dernière, comme dans la méthode 
des variations, on considère une famille de courbes -s = 9 (^ p) -f- i<j; (f, p), pas- 
sant, quel que soit le paramètre p, par deux points z^ et «, : on évalue l'inté- 

grale / /{z)dz\c long d'une courbe de la famille, et Ton vérifie que sa valeur 

est indépendante de p en constatant que la dérivée par rapport à ce paramètre 
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169. Corollaire. — Le ihéorème s'étend aux aires à connexion 
multiple : iMntégrale le long de la frontière, parcourue dans le 

est nulle. On voil ensuite que^sa valeur constante est zéro {Nova Acta regiœ 
Soc. Se, UpsaliensiSf 1884, et B, D*j i883, p. 137). 

La seconde repose sur la transformation d'intégrales doubles que nous avons 
donnée (Cauchy, C. /?., 1846; Œuvres^ 1" série, t. X, p. 74) : plus connue sous 
le nom de méthode de Biemann (i85i; Œuvres, trad. Laugel, p. 16), elle a été 
rendue plus rigoureuse par Kronecker {Mém. de VAc, de Berlin, i885, p. 78a). 

Comme autres preuves, citons celles de Malmstcn [Svetiska Vetenskaps, {Aca- 
demiens Hanlingar, i865)], de M. Jordan, de M. Pringsheim. 

La démonstration de M. Jordan {Analyse, a* édit., t. I, P* i8j) a pour la pre- 
mière fois bien mis en évidence que le théorème est valable dés que les lignes 
d'intégration sont rectifiables. M. Pringsheim parvient aux conditions pour 
qu'une intégrale curviligne soit indépendante du chemin, et par suite au théo- 
rème de Cauchy, en introduisant des intégrales dites en escalier, c'est-à-dire 
prises le long de segments dont les côtés sont parallèles aux axes : les conditions 
qu'il impose aux lignes d'intégration ne sont satisfaites que dans les lignes recti- 
liables {Mém, de l'Ac. de Munich, 1895). 

Cf, aussi DiLLNER, IVova Acta r. Soc. Se. Upsaliensis, i885. — Docher, Bulletin 
of t/ie American math. Soc,, 1896, p. i46. — Moore, Transact. of the American 
math. Soc, 1900, p. 5o'^. 

Remarque. — Pour que l'on puisse prendre comme contour d'intégration la 
frontière du domaine où la fonction est holomorphe, il suffit que la fonction soit 
bien déterminée sur cette frontière. Expliquons le sens spécial donné ici à ce mot. 

Soit une fonction f{z) uniforme et continue à l'intérieur d'un domaine e^», 
limité par une courbe C. 

Si à tout point Ç, situé sur une portion y du contour C, correspond un chemin 
aboutissant en Ç et variant d'une manière continue ({uand ^ se déplace d*une 
façon continue sur y, tel que par ce chemin la fonction f{z) tende uniformé- 
ment vers une valeur f^{^) (le mot uniformément se rapportant aux divers 
points Ç de y), alors f{z) tend uniformément vers /i(Ç), quand z se rap- 
proche de ^ par un chemin quelconque, et /, (>) est fonction continue de ^ 
le long de l'arc y. 

Réciproquement, si, quel que soit le chemin suivi par z pour se rapprocher 
de Ç, la fonction f{z) tend vers une même valeur/, (Ç), alors /, (s) ^t une 
fonction continue le long de l'arc y, et f{z) tend uniformément vers /i(!i). 

Dans ces deux cas, équivalents entre eux, on dit que la fonction est bien déter- 
minée le long de y. 

La démonstration de ces lemmcs ressort immédiatement de la théorie de la 
continuité (on les trouvera établis dans la Thèse de M. Painlevé, A. T., 188H, 
B., p. 19) et ils apprennent spécialement qu'une fonction bien déterminée sur la 
frontière d'un domaine est continue dans ce domaine et sur sa frontière. 

Ces lemmes admis, on voit que dans l'application du théorème de Cauchy on 
peut prendre pour contour d'intégration une partie y de la frontière du domaine 
si la fonction y est bien déterminée. En eiïet, le long de y la fonction est con- 
tinue, donc intégrable; son intégrale le long de y diffère aussi peu que l'on veut 
de son intégrale le long d'une courbe voisine intérieure à d*», puisque /(«) 
converge uniformément vers/, (î) (Painlevé, loc. cit., p. 23). 
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sens posilif (yî^. 2^), est nulle; ou encore, l'intégrale relative au 
contour extérieur est égale à la somme des intégrales le long des 
contours intérieurs [en supposant les contours parcourus dans le 
sens des flèches {Jig. 3o)]. 

Fi g. 3o. 




Il conduit à deux représentations des fonctions analytiques 
d'une extrême généralité, Tune au moyen d'une intégrale (l'in- 
tégrale de Cauchy), l'autre par une série de puissances (la série 
de Cauchy-Taylor). A leur tour, elles permettent d'établir facile- 
ment les principales propriétés de ces fonctions. C'est ainsi que 
d'un théorème unique découle toute la théorie des /onctions 
analytiques, 

170. Intégrale de Cauchy. — Soit f{z) une fonction holo- 
morphe dans un domaine (0 à connexion simple ou multiple, et C 
\\\\ contour fermé arbitraire, limitant une aire intérieure à Cô (*). 
La valeur de la fonction en tout point a situé à l^ intérieur du 
contour C s^ exprime au moyen des valeurs de la fonction le 
long du contour C (2). 



C) Le contour C peut coïncider avec la frontière du domaine où la fonction est 
hoiomorphc, si sur cette frontière la fonction est bien déterminée et même si 
elle cesse de Tétre en des points ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu 
que dans le voisinage de ces points le module de la fonction vérifie certaines 
conditions, par exemple n'augmente pas indéfiniment (p. 279, note). 

Si l'on sait seulement que la fonction est holomorphe dans le domaine, l'inté- 
grale doit être prise le long d'une courbe aussi rapprochée que Ton veut de la 
frontière du domaine, mais à son intérieur. 

Cette remarque s'applique également aux théorèmes qui vont suivre. 

(') Pour déterminer l'intégrale, il suffit de connaître la fonction aux points 
d'un ensemble dénombrable partout dense sur C, par exemple aux points de C 
dont les coordonnées sont rationnelles, et non pus en une infinilé non dénom- 
brable de points ( voir Chap. V). 
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En effet, de a comme centre, décrivons un cercle y qui ne 

fis) 
sorte pas du contour C. La fonction est holomorphe dans 

Taire à douijie contour (C, y)? et l'on a 



j^z — a J z — a 



La première intégrale a une valeur déterminée; donc l'intégrale 
écrite au second membre est indépendante du rayon p du cercle y. 
Choisissons-le assez petit pour que, en tout point de sa circonfé- 
rence, \f{z) — f{à)\ soit inférieur à un nombre arbitraire e donné 
à l'avance. En ces points ;;, on pourra poser 

/(-s) =/(«) + >) (h. KO, 
et dès lors 

rn^d.= ci^d.^ f-^d.. 

J^z--a J^z — a ., /y -5 — a 

Au second membre, la première intégrale s'obtient en po- 
sant z — a = pe*^, ce qui montre qu'elle a pour valeur 'iiTzf{à). 
La seconde intégrale, ajant son module inférieur à 2t7re, peut 
descendre au-dessous de tout nombre donné : par suite, comme 
elle ne change pas avec p, elle est rigoureusement nulle. On a 
ainsi la formule fondamentale 



(') Prenons pour conlour C un cercle de centre a, et posons 

/(;;) = a -f- «V, /(a) = a-|-i?, 5 — a = pc'*. 

Cette formule (3) donne 

Ainsi, la partie réelle d'une fonction holomorphe dans un cercle a, au centre 
de ce cercle, une valeur comprise entre les valeurs maxima et minima de ccUc 
partie réelle sur la circonférence de ce cercle. On en conclut, en faisant tendre 
vers zéro le rayon du cercle, que la partie réelle a d'une fonction holomorphe 
dans une aire ne peut être maximum ou minimum à l'intérieur de Taire. Même 
conclusion pour ^. Nous retrouverons ce théorème en parlant des fonctions har- 
moniques (n* 311). 
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171. Corollaires: 

I. Une fonclion holomorphe dans un domaine a dans ce domaine 
des dérivées de tous les ordres : par suile, toutes ces dérivées sont 
holomorphes {voir p. ]38). 

En effet, dans la formule (3) regardons l'intégrale comme une 
fonction de a. Cette fonction déterminée et continue peut être 
dérivée par rapport à ce paramètre; on a ainsi 



^ ' tltziJ., (z — <e)« 



Recommençons le raisonnement en l'appliquant à cette nouvelle 
relation et à celles que l'on en déduit. La formule générale obtenue 






prouve l'existence des dérivées de tous les ordres, et en donne 
l'expression analytique sous forme d'intégrales. 

II. Dans un domaine à connexion simple où une fonction est 
holomorphe, l'intégrale de cette fonction, le long d'une courbe 
ouverte intérieure, considérée comme dépendant de sa limite 
supérieure, est une fonction analvtique et uniforme (p. 267 
et 274)* L^ réciproque est vraie : une fonction est analytique 
dans un domaine lorsqu'elle est continue, uniforme, et telle que 
son intégrale le long de tout contour fermé intérieur au domaine 
soit nulle. 

Cette remarque (*) permet d'établir la théorie des fonctions 
analytiques en partant de la considération de /onctions inlé- 
grables au lieu de celle de fonctions ayant une dérivée déter- 
minée, 

172. Théorème. — Lintégrale d'une fonction, analytique 
et uniforme dans un domaine, prise le long d'une ligne fermée 
simple intérieure au domaine, est égale au produit de iT,i par 



(') Elle a été faite par M. Morcra {nendic Jnslit. Lombardo, 1886, p. 3o5). 
Cf. aussi OsQooD, Bulletin American M, 5.. 189^. p. 29^1, 

I 
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la somme des résidus relatifs aux singularités de la fonction 
situées à F intérieur de cette ligne. 

Pourrinstanl, nous supposerons que toutes les singularités sont 
des pôJes {voir p. 09 et n**' 252 et 253). 

Entourons chaque pôle d'une circonférence assez petite pour 
qu'elle ne sorte ni de l'aire considérée, ni du domaine du pôle : la 
fonction donnée y*(^) devient holomorphe dans Taire à connexion 
multiple ainsi définie {fig» 3i). Si Ton désigne par C un contour 

Fi g. 3i. 




5SS1* 



simple intérieur à l'aire donnée et renfermant les pôles a, ..•,'» 
et par (C), (a), . .., (/) les intégrales dey(c) prises le long du 
contour C et des circonférences entourant les pôles, le ihéori'^me 
de Cauchy donne 

(G) = (a)-f-(6) + . ..+ (/). 

Pour évaluer (rt)i nous remarquons que dans le domaine de a, et 
par suite sur la circonférence entourant ce point, on a 

P A 

v = l 

9(2) étant holomorphe dans le domaine de a. 
Ainsi (a) est la somme de trois intégrales 

La première est nulle, puisque »(w) est holomorphe. Il eq est 
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de même de la troisième, car on a sous le signe d^iotégralion la 
diflerentielle d'une fonction analytique uniforme. 

En posant z — a = pc'^, et en faisant varier de o à 27t, on voit 
que la seconde a pour valeur 2/uA|. 

Dès lors, si Ton représente par B|, • . ., L| les résidus relatifs 
aux autres pôles b, ...,/, il vient 

et finalement 

Ji /(z)dz = A,4- Bi-h...-i- Li- 
c 

(^tte formule généralise celle de la page 281. 

173. Prenons la dérivée logarithmique d'une fonction méro- 
morphe ç(^). 

Un point qui n'est ni racine ni pôle pour celte fonction est un 
point ordinaire pour sa dérivée logarithmique. 

Un zéro d'ordre p de la fonction est un pôle simple (de résidu />) 
de cette dérivée, comme le montrent les égalités 

Enfin, en vertu des égalités 

un pôle d'ordre p de la fonction est pôle simple (de résidu — p) 
de sa dérivée logarithmique. 

Cela posé, soit f(^z) une fonction, holomorphe dans une aire, 
et ayant pour racines à son intérieur les nombres a^ 6, . • ., avec 
des degrés de multiplicité a, ^, . . . : ces racines sont isolées (p. i4o) 
et dès lors en nombre limité dans toute aire intérieure à l'aire 
considérée. 

En combinant les remarques précédentes avec le théorème des 
résidus, nous allons obtenir une troisième proposition due encore 
à Cauchv. 
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Théorème. — Une fonction /(s), holomorphe dans une aire 
à contour unique, a dans tout contour simple C intérieur à 
cette aire un nombre de racines représenté par l* intégrale 



-f 



f'^^^d.. 



prise dans le sens positif. 

, f'(z) 
En effet, à rintérieur du contour C, la fonction •\. est méro- 

/( 5) 

morphe et a pour pôles les racines de /(z). Le théorème des 
résidus donne donc 









Les résidus R^, R^, ... ont pour valeurs a, p, ...; donc leur 
somme est bien égale au nombre des racines comptées chacune 
avec leur degré de multiplicité (*). 



C) V'oici comment on peut diriger le calcul nécessaire pour l'évaluation de 
cette intégrale. 

Supposons que le contour C soit défini par des équations j: = ç(<), ^ = <{/(<), 
et qu'il soit parcouru dans le sens positif quand t va en croissant de /, à f,. 

Le long du contour, f{z) peut se mettre sous la forme \{t) -h i\ {t) (nous 
supposerons que X et Y ne s'annulent pas à la fois). On a, en désignant par <P(/) 
une fonction convenable, 

Au second membre, la première intégrale est nulle. Appelons I la seconde inté- 
grale. 

Pour Févalucr, nous supposerons la fonction *P telle que le quotient ^ ■ 

reste fini et continu même dans le voisinage des valeurs pour lesquelles *P{t) est 
infini : l'intégrale 1 sera continue. Cette condition est remplie si la fonction <t>( 2) 
est méromorphe dans le voisinage de ces points; dès lors, a fortiori, lorsque /{z) 
se réduit à un polynôme et que la courbe C est unicursale. 
Désignons, dans tout ce qui suit, par la notation arc tang4>(/) un arc compris 

entre — — et -h -; et pour évaluer I, faisons partir t de Z^» Tant que l n'a pas 

atteint la plus petite valeur t^ qui rend infini 4>(/), on a 

/*' *P'(t) 

I — r-;n^T7r rf/ = arc lang *(0 — a«*c lang *{ i^), 

J , ï -T- *!»' ( l ) 

9 
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174. Corollaires : 

I. Le nombre des racines de f{z) intérieures à C s'obuent en 
divisant par ir^i la variation subie par log/(5), lorsque z décrit 
le contour C. Posons 

f(z) = re'^ log/(5) =5 logr-htô. 

Après une circulation de s dans le sens positif le long de C, 
logr reprend sa valeur initiale et varie d'un multiple entier 
de 2 71. Donc, il sitjfflt de diviser par 2iz la variation de l'argu^ 
ment de f{z) pour avoir le nombre des racines» 



car pour t = /« les deux membres sont égaux et le second membre est continu 
jusqu'à la valeur t,. 

Quand / traverse la valeur t,, si <l>(^) passe de 4-ac à — oo, il faut, au delà 
de Tp ajouter i: au second membre de la formule précédente; car, en traversant t,, 
Tintégrale rcsle continue, tandis que, diaprés les notations, arc tang4>(/) diminue 
brusquement de z. 

De môme, pour rétablir la continuité du second membre, il faudrait en relran- 
cher ic, si 4»(/) passait de — oo à + œ, quand l traverse la valeur t,. 

Il n'y a pas de modification à faire subir au second membre, quand 4>(/) ne 
change pas de signe en devenant infini. 

Donc, entre t, et la seconde valeur Tj de ^ qui rend la fonction 4> infinie, on 
aura 



/ 



-^j—cf^ = arc lang <!>(/) — arc tang <!>(/,) + er (c = i , — i, o). 



Quand / traverse la valeur t,, le second membre augmente de ti:. e étant encore 
égal à + I, — I ou o, suivant que 4>(0 passe de -i- oc à — x, de — oo à + oc, ou ne 
change pas de signe. 

Désignons par n l'excès du nombre de fois où 4>(/) a passé de +oo à — oo 
sur le nombre de fois où il a passé de — oo à + oc, quand / varie de t^ à /|, et 
remarquons que, lorsqu'on est revenu au point de départ, les deux détermi- 
nations arc tang<t>(t,) et arc tang4>(/o) sont identiques. 

On en conclut 



X 



—■ dt = mz. 



•0 

n 
Le nombre u. des racines intérieures au contour est donc égal à — • 

2 

Gauchy appelait indice de la fonction 4> en un point t, le nombre c, et indice 
de la fonction dans l'intervalle (^o^i) '^ nombre que nous avons représenté par n; 
il a indiqué des méthodes qui permettent de calculer cet indice par des procédés 
réguliers, au moins quand la fonction *P est une fraction rationnelle. 

Cf. Cauciiy, y. E. P.j X\V« Cahier, p. 17G. 
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Le lliéorcme de d'ALlembert en découle (*). Écrivons 

De l'orîgîne, traçons un cercle de rayon r assez grand pour que 
Ton ait 



et cherchons la variation de l'argument de f{z) sur ce cercle. 

I/argument de <s augmentant de 27r, celui de^*" croîtra de innz. 
L^argument de «(5) ne change pas : en effel, d'après la dernière 
inégalité, on a, a fortiori, aux points | 5 j = /•, 

ce qui veut dire que le point (^(5) reste intérieur à un cercle décrit 
du point 1, avec l'unité pour rayon, et dès lors n'entoure pas 
l'origine. La variation de l'argument de/(5) est donc égale à ^nnz; 
par suite, le polynôme a m racines dans le cercle considéré et dans 
tout cercle de rayon plus grand. 

11. Une fonction holomorphe quelconque ?,(«) d'une racine a 

de /(z) s'exprime par une intégrale. 

f'(s) 
En effet, au point a le résidu de la fonction —^-x- est l'unité (si 

la racine est simple); on a donc, par l'application du théorème 
des résidus à un contour C ayant la seule racine a à son intérieur. 



?<'')=. :7X"?^^)7iTr''--- 



175. Soiiy(5) une fonction méromorphe à l'intérieur d'un 
contour simple C : V intégrale déjà considérée 






C) « Lorsqu'on eut trouvé les formules générales des racines des équations du 
troisième et du quatrième degré, on remarqua que les racines imaginaires de ces 
équations se rédu isaient, comme celles des équations du second degré, à la 
forme p -\- q ^ — i, et Ton fut porté à conclure que les imaginaires de toutes les 
équations étaient toujours réductibles à la même forme.... D'AIembert, le pre- 
mier (174^), envisagea cette question d'une manière générale.... » ( Laorange, 
Œuvres, édit. Serrci, t. YIII, p. 209.) 
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représente le nombre de ses zéros diminué du nombre de ses 
pôles (zéros et pôles intérieurs au contour, et comptés avec leurs 
degrés de multiplicité). 

Même démonstration que ci-dessus (p. 9.85), en utilisant cette 
fois toutes les remarques qui précèdent le théorème. 

On voit de même que Vintégrale 






prise le long d\in contour simple à Tintérieur duquel la fonc- 
tion f{z) est méromorphe, est égale à la somme des zéros de 
cette fonction diminuée de la somme de ses pôles, 

176. Soient y*(5) et ^(z) deux fonctions holomorphes dans un 
domaine ayant pour frontière un contour simple C. 

Les équations /(z)=o, f(z) ^ ^(z) = o ont le même 
nombre de racines dans ce domaine si, en tout point de sa 

frontière, ' , [ reste inférieur à l^ unité. 

En effet, à l'intérieur du domaine, ces équations ont respecti- 
vement comme nombres de racines 

D'où 

N'-N = -L-. Trf [log , -H ;^1 . 

Lorsque z décrit la ligne C, le point i + -^r-rr n'entoure pas 

l'origine, puisque -77-77 ne s'éloigne jamais assez du point i pour 

que son module égale ou surpasse Tunité. Donc la variation du 
logarithme est nulle : N'=N. 

§ III. — Application aux développements de Taylor. 

177. Nous arrivons à la propriété capitale de toute fonction 
holomorphe, à la possibilité de sa représentation par une série de 
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puissances dans le voisinage de tout point intérieur au domaine (D 
dans lequel elle est holomorpLe (*). 

Une fonction holomorphe dans un domaine (D est dévelop- 
pable suivant les puissances de x — a, à V intérieur de tout 
cercle C de centre a ne sortant pas de (ô {Jig, 3a). 

Fig. 32. 




Partons de la formule de Cauchy 
et de Tidentilé 



X — a 



z — X {z — a) — {X — a) z — a {z — a)« 

(\x-a\<\z-a\), 

en vertu de laquelle la fonction (z — ar)~* admet un dévelop^ 
pement de la forme indiquée. 

Dans le domaine {x) intérieur au cercle C, celle série consi- 
dérée comme fonction de z converge uniformément sur la cir- 
conférence C; si Ton en mulliplie les éléments par le fadeur 
borné /(js), l'uniformilé de la convergence subsiste. Sous le signe 



(*) Le Mémoire de Cauchy fut lu à l'Académie de Turin le ii octobre i83i. 
Il est inséré dans les Exercices d'Anal, et de Phys, math,, t. II, p. 5o (édit. 
de 184 1). Cf. aussi t. I, p. 276 (édit. de i84o). 

Pour obtenir ces développements en série, et dès lors justifier Fidentité des 
deux définitions de la fonction holomorphe données respcclivemcnt par Cauchy 
et Weierstrass, il suffit d'avoir démontré le théorème de Cauchy dans le cas 
simple où le contour d'intégration est une circonférence de cercle. 

F. 19 
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d'intégration, ren) plaçons (>s — x)"^ par le développement précé- 
dent, et intégrons terme par terme (p. laS); il vient 






, t s rt \n-hl 

C'est la séf ie de Taj'lor. 
Corollaires : 



I. Pour donner aux coefficients du développement la forme 
classique, on part de la relation (p. 282) 

•^ "^ ^ 2itt J^(^ — a)«+t 
Le coefficient de {x — a)" a donc pour valeur "^ , > 

IF. Pour a = o, on a la série de Mac Laurin (*). 

( ' ) Soit X réel, — Une fonclion/(a?) peut avoir dans rintcrvalle (o, x) des déri- 
vées de tous les ordres, sans que la série F(a?) = A ~r/"(°)^" *®'^ convergente. 

Gonvergerait-cllc, qu'il peut arriver, contrairement à l'opinion de Lagrange 
{Œuvres^ t. IX, p. 65, et t. X, p. 7a) qu'elle ne représente pas f{x). Cauchy 

donne comme exemple les fonctions f{x) et e •**-l-/(a7) pour lesquelles la 
série F(:r) est la môme. Si/(â7) est développable en série entière dans le voisi- 
nage de l'origine, la seconde fonction ne l'est pas et ne peut être représentée par F(j;). 
C'est l'étude du reste de la série qui décide de la légitimité du développement. 

En lui donnant la forme de Lagrange, on voit qu'il tend toujours vers zéro 
lorsque dans l'intervalle (o, ^) une dérivée d'ordre quelconque reste inférieure 
en valeur absolue à un nombre fixe. 

A la suite de du Bois-Reymond {M. A., t. XXI, p. 109), M. Pringsheim a 
étudié les conditions nécessaires et suffisantes pour que, x^ étant donné, une 
fonction uniforme f{x) soit représentée par la série 

^^r{x,){x-x,Y 

pour toute valeur de x dans l'intervalle x^<^x <x^-k-ï{ : i7 faut et il suffit 
que dans cet intervalle f{x) soit finiCf ait en chaque point des dérivées de 
tout ordre fini, toutes finies, et que pour toute valeur entière de p {0 inclus) 

converge uniformément vers o dans l'ensemble {h^k) défini par les inéga- 
lités o 5 A < /i -+- ^' < /' < K {M. A., t. XLIV, p. G8; t. XLII, p. i53 ). — Voir aussi 
plus haut, p. 3o. 
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Quand la fonction f{x) est holomorphe dans le domaine de Tin- 
fini, on en déduit dans ce domaine un développement de la forme 

-. . ai ttfi 

nx) = a^-\ H... H — - -+- 

m. Deux fonctions, holomorphes dans un domaine CD, qui ont 
même valeur ainsi que leurs dérivées de tous les ordres en un 
point ade(J^, sont représentées par la même série dans le voisinage 
de a (p. 289), et, par suite, coïncident dans tout son cercle de 
convergence. Ce premier résultat acquis, on s'en servira pour 
démontrer l'identité des fonctions dans un second cercle et, de 
proche en proche, dans tout le domaine (£>. [Les procédés de 
Weierstrass avaient déjà conduit (p. 21 4) à ce résultat fonda- 
mental.] 

On peut dire aussi qu'une fonction holomorphe à l'origine est 
développable d'une seule façon en série entière. 

178. D'après la méthode élémentaire connue, pour obtenir les 
développements de fonctions de variables réelles en séries de 
Tayjor, il faut vérifier la continuité de la fonction et de ses déri- 
vées, trouver une expression du reste, et, pour sa discussion, lui 
donner tantôt la forme de Cauchy, tantôt celle de Lagrange. 

Lorsqu'une fonction est définie pour les valeurs réelles et ima- 
ginaires de la variable, voici la règle : il faut et il suffit qu'une 
pareille fonction soit holomorphe dans le voisinage d'un point a 
pour qu'elle soit développable suivant les puissances de a? — a : 
la convergence s'étend aux points intérieurs au cercle de centre a, 
dont la circonférence passe par la singularité la plus voisine de a. 

Ce cercle (soit R son rajon) est le cercle de convergence de la 
série de Tajlor. On peut, en effet, poser 

X — a| = r<p<R, 



et prendre pour cercle d'intégration C (p. 289) le cercle de 
rayon p : donc la série converge au moins dans le cercle de 
rayon R. Elle ne peut converger dans un cercle de rayon plus 
grand : sinon, la fonction qu'elle définit serait holomorphe sur 
toute la circonférence du cercle de rayon R, ce qui est contre 
riiypolhèse. 
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AÎDsi celle mélhode de Cauchy donne une valeur du rayon de 
convergence d^une série entière déduite, non plus de l^élude de 
la série elle-même et des valeurs de ses coefficients (p. i36), 
mais Ae^ propriétés de la fonction qu'elle définit (*). 

Inversement, elle fournit une relation entre le rayon de conver- 
gence d'une série de puissances et la position des singularités de 
la fonction analytique qu'elle représente. 

En effet, une fonction analytique, holomorplie dans le voisi-» 
nage d'un point et dès lors développable en série dans un cercle, 
a au moins une singularité sur la circonférence de ce cercle, 
puisque, dans le cas contraire, elle serait développable en série de 
puissances dans un cercle de rayon plus grand. 

179. Donnons quelques exemples : 

PiiEMiÈRE APPLICATION i Développement en séries entières des 
fonctions (i-i-s)", log(i-f-5), tang^, arc sin^, arc tang^. — 
Leurs singularités les plus voisines de l'origine sont respecti- 
vement les points — i , — ' > r» ' » zhi. Les rayons des cercles de 

convergence seront donc - pour la troisième fonction, l'unité 
pour les autres. Sous ces réserves, on pourra écrire 



n n(n — i) . n(n — î)...(/i — />-+-i) 

^ I a! p\ 

z z^ 5* ;;/' 
log(i-f-^)= h -^ —...+ (—1)/'-» h..., 

^ 12 3 P 

langs = Ao5 -h Ai^'-i-. . .-h A;,-3»/'-^-* -h. . . (») 
f-i-A —'^L^ULl—l— ' I \] 



(') L'introduction des imaginaires aide à comprendre pourquoi la conver- 
gence d'une série de Taylor réelle ne dépasse pas une certaine valeur : la théorie 
des variables réelles ne suffit pas à l'expliquer, puisque la singularité la plus voi- 
sine du centre du développement peut être imaginaire. 

Mais ce n'est pas seulement au point de vue de l'étendue du domaine de con- 
vergence d'une série entière que la considération des valeurs imaginaires de la 
variable est utile; c'est encore pour son calcul numérique : car une limite supé- 
rieure du reste de la série dépend, d'après les formules des n**' 139 et 180, des 
limites supérieures des valeurs de la série sur son cercle de convergence. 

(-) La loi de formation des coefficients se rattache aux nombres dits de Ber- 
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et 



z I s' 1.3 5* 1.3. î.. .-2/5 — I 5«/'-»-« 

arc sin 3 = — i — ■ • ' 



I >. 3 '2.4 5 2.4.6...»/? ip-^i 

z^ -j ^«/»+» 

arciang-s=5— -;r -h — -+-... -h (—1)'' 



i :> ' a/> -+- 1 

Chacune des déterminations du logarithme et des fonctions 
circulaires inverses est développable en série; les formules ci- 
dessus se rapportent aux valeurs qui s'annulent avec z. 

Deuxième application : Dés^eloppement dé V irrationnelle 



V^i — 'IX z -h 5* 

suis^ant les puissances de z {x réel). — Des deux déterminations 
de la fonction, prenons celle qui se réduit à i pour ^ = o : elle 
reste^ holomorphe dans un cercle ajant Torigine pour centre et 
dont la circonférence passe par celle des racines de l'équa- 
tion I — 2X5 4-5*= o, qui est la plus voisine de l'origine. Ces 
racines sont 

-3 = a?±: ^x^ — I = a? ih i/i — x*. 

Soit |a:|<Cu Ces racines sont imaginaires; leur module est 
Tunité : le rayon du cercle de convergence est égal à 1, quel quo 
soit X. 

Soit I j:| >■ I. Le rayon du cercle de convergence varie avec x. 
Dans les deux cas, le développement a la forme 

Xo -h Xi j -h . . . -4- Xrt 5« -f- . . . ; 
les coefficients X« sont les polynômes de Legendre, 

Troisième application : Développement des racines des 
équations algébriques {et des fonctions qui se comportent 
comme ces racines), — Complétons l'étude faite au Chapitre I, 



noiiilL Cf. Tannehy, Théorie des fondions d'une variable, p. 191. — Ber- 
trand, Calcul différentiel et intégral, t. I, p. 3o5 (on y trouvera d'autre* 
développements, par exemple celui de ^cot^), etc. Pour la bibliographie rela- 
tive aux nombres de Bernoulli, cf. American Journal, 1882, p. 238, et Encyklo- 
pàdie der Math. Wiss.* t. 11, p. 181. 
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en donnant Texpression analytique, dans le domaine d'un point 
arbitraire a, d'une racine quelconque (P/ ayant en ce point la 
valeur 6. 

1® Le point a est un point ordinaire pour la racine «V|. 

Cette racine est alors holomorphe dans un domaine de a : dans 
ce domaine, on peut écrire 

Wi=i 6 H- ai(<3 — a) -h. . .4- %n(^ — a)»-i-. ... 

2"" Autour de a, p racines (V|, ..., Wp se permutent (dans 
l'ordre des indices). 

Posons (5 — a) = zP, z' entoure une fois l'origine quand z en- 
toure p fois le point a : aussi, chaque racine (V|, . . . , Wp est fonc- 
tion holomorphe de 5'. Écrivons leurs développements suivant les 
puissances de^s'; on en déduira 

j_ » 

iVi^ b -\-%x{z — a)P-\- «s (5 — a )?-»-.. ., 

\_ « 



(5 — ay représentant une détermination particulière (*). 



(*) Considérons une fonction holomorphe s'annulanl à l'origine ainsi que 
ses n — I premières dérivées. Elle a un développement de la forme 

(V = «„5"-f-(x„^,;ï"+» + ... (a entier; a„<o); 

cette égalité définit une représentation du plan z sur le plan w : pour s = o, 
elle n'est pas conforme (p. 53). En effet, posons 



cv 



= Ç". !: = v'»»-('+^ -+•••)" 



et adoptons pour X^ en un point voisin de Torigine une détermination précise. 

Dans le voisinage de ^ = 0, C est fonction holomorphe de z\ pour ^ = o, 
^a dérivée par rapport à z n'est pas nulle. Donc, à Toriginc, la représentation 
du plan z sur le plan Ç est conforme. 

Or, à des courbes Ç, se coupant à l'origine sous un certain angle, corres- 
pondent des courbes w se coupant sous un angle n fois plus grand (p. 79). Donc, 
pour passer des courbes z aux courbes Wy il faut multiplier les angles par /t. 

Inversement, il faudrait diviser les angles par n si l'on avait 

I 1 
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Un développement unique suffit même à représenter les p ra- 

cines, pourvu que Ton donne à (^ — ay ses p déterminations. 

En effet, une rotation de z autour de a transforme par hypo- 
thèse (P| en iV2 : d'autre part, cette rotation multiplie chaque 

facteur (5 — ay du développement de fVi par e f . On aura donc 

(Vs= 6 + ai e P (z — ay'-hajg P {z — a)/» 4-. .. . 

Ainsi iV2 s'exprime au moyen du même développement que (Vi, 

si l'on convient de représenter par le symbole {z — ay une déter- 
mination convenable de la racine />**"*. 

i^ Au point a, une ou plusieurs racines w sont infinies. 

Posons iv = (v'"*. Dans le cas le plus général, n valeurs de iv' 
tendront vers zéro, et se partageront en systèmes circulaires dont 
l'un contiendra p racines. Pour développer une racine w' de ce 
groupe, il n'y a qu'à lui appliquer les formules du cas précédent, 
à cela près que b est nul par hypothèse, et que quelques-uns des 
coefOcients a peuvent disparaître. On aura donc 

w'y^oLff^z — a)P '\' aLq+i{z — a) P 4-... 

= (5 — a)P [«r/ 4- a^-Hi ( 5 — «)''-+-. . .J =(5 — a)P^, 

o désignant une fonction holomorphc en {z — ay dans le do- 
maine de a. oLq n'est pas quI; aussi - est également une fonction 

régulière de (-3 — ay dans le voisinage de a, et peut être déve- 
loppée en série suivant les puissances de {z — ay. On aura donc 

cv,= -V =(5 — a)~'i =(5-a)"[po+pi(^ — a)/"4-...J. 



^t 



Si /> = I, le point a est un pôle ordinaire; si /?>> i, c'est un 
point critique et un infini. Dans tous les cas, on a un nombre 
limité de puissances négatives de ^ — a. 
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4° Le développement des racines pour des valeurs infinies de js 
s'obtient en remplaçant dans les relations précédentes z — a 
par 5~'. 

180. Le développement de Tajlor dans le cas de plusieurs 
variables se déduit de la formule donnée pour une variable. 

Soit /{z^ u) une fonction de deux variables, holomorphe dans 
un champ double contenant deux cercles décrits des points (^0» <^o) 
avec les rayons r el p (p. 65). 

Prenons les points ^0-+- <%> '^0+ P intérieurs au champ et posons 

/(Zj u) devient une fonction de la seule variable complexe X, holo- 
morphe pour |).|= I . Pour ces valeurs, on a donc, en employant la 
notation symbolique ordinaire, 



ni 



n=0 



D'où, en faisant A=:i, on a dans le champ \5 — ^0 | <! ''9 

I W — I/o I < p 

/(^, u) = 2à n\ 



11=0 



181. De la comparaison, terme à terme, entre deux séries 
entières, on a déduit l'existence de séries majorantes relative- 
ment aux séries entières (p. 216). Les intégrales de Cauchy 
servent aussi à prouver la limitation des modules des dérivées 
d'une fonction holomorphe, dès lors à former des fonctions majo- 
rantes, ce qui permettra d'établir, par la méthode dite des limites, 
l'existence des intégrales des équations différentielles. 

Etant donnée une fonction de plusieurs variables, holomorphe 
dans un champ multiple formé de cercles ayant l'origine pour 
centre, on appellera ici /onction majorante une fonction holo- 



(') C'est la méthode donnée par Cauchy [Leçons sur le Calcul différentiel 
{Œuvres, a« série, t. IV, p. 568)]. Elle suppose la continuité de la fonction par 
rapport à l'ensemble des variables : les procédés de Weierstrass font abstracùon 
de celte hypothèse explicite. 
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morphe dans les mêmes cercles et dont les dérivées partielles, 
positives à rorigine, sont en ce point supérieures ou égales aux 
modules des dérivées correspondantes de la fonction donnée (*). 
Dans les séries majorantes (p. 216) figurait le module maximum 
du terme général de la série entière : ici interviendra le module 
maximum N de \di fonction dans le champ considéré. 

Fonctions dhine variable. — Le développement en série de 
Mac Laurin d'une fonction holomorphe/(>5) donne, pour les coef- 
ficients an (p. 290), 

,^ ,_ l/«(o)| ^ I r 1/(3)1 \dz\ ,, N r \dz\ 
''*'"" n\ ^'-27: Je l-'M \z\ "^ 'ir.r'^ J^ \z\ ' 

en désignant par N le maximum de |/| sur la circonférence C 
de rayon r, intérieure au domaine où /(z) est holomorphe (*). 
Pour évaluer la dernière intégrale on pose z = re^^ c'est-à-dire 
1 1/^ I = 1 2 I d^. Elle est donc égale à 217c; d'où la relation 

C'est le lemme établi (p. 219) sans considération d'intégrales. 
Dès lors, par exemple, l'expression 

N-' 



Z 

r 



est majorante, relativement à la fonction /(5), puisque, dans son 
développement, 5" a pour coefficient Nr~". 

Fonctions de plusieurs variables, — Pour abréger, prenons 
deux variables. 

Soit /(^j ^^) la fonction holomorphe à étudier; désignons 
par /' et p deux nombres inférieurs aux valeurs de deux rayons 
de convergence associés relatifs à l'origine, et par.N la limite 



(') Cette déftoition revient à celle déjà donnée. C/. Briot et Bouquet, 
J, E. P., XXXVI- Cahier, p. i36. 

(') Le théorème subsiste, a /or^iort^ si N désigne le maximum de |/| sur 
un contour extérieur au cercle C et à l'intérieur duquel / soit holomorphe. 
On le voit en appliquant à la fonction log|/(^)| ce théorème : une fonction 
harmonique régulière dans un domaine ne peut être ni maximum ni minimum 
en un point intérieur à ce domaine (n° 314 et p. 281, note). 
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supérieure dans le domaine (r, p), frontière comprise, de la 
fonction bornée \/\, 

Il s^agit, dans le développement en série entière de la fonction/, 
de transformer le coefficient apq du terme zPu^j de manière à 
mettre en évidence une limite supérieure de son module» 

On a (p. 296) 

_ _i_ rdP^VÇfiiOl 
^'''^ p\q\V dzPdun Jf,=| 





;0 



Aussi, regardant d'abord 5 comme la seule variable dans/, nous 
partirons de la formule donnée à la page 282, après y avoir rem- 
placé a eiz par o et re'^. Il vient 

Dérivons les deux membres q fois par rapport à i/, et pour cela, 
au second membre, dérivons q fois la fonction /{re'^^ w), en 
appliquant la formule 



1 /»*W >»Î7C 



En portant dans Texpression de apq la valeur trouvée, il vient 

•/» 

et par suite, puisque Ton a dans le champ (/*, p) 

l/I^N, 

on en conclut la relation demandée 

Ainsi toute fonction qui, développée en série entière, a pour 
coefficient de son terme général Nr~^p~^ est majorante pour la 
fonction/. Telles sont, par exemple, les fonctions 

N N 



(- ?)(-?) 



z u 
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CHAPITRE V. 

LE PROmXGEMENT ANALTiTIQUE D'APRÈS WEIERSTRASS. 



182. Une fonction y avons-naus dit, est analytique dans un 
domaine lorsqu'elle est en général holomorphe dans ce domaines 
ses singularités forment des ensembles continus ou non, mais tels 
que le domaine des points ordinaires reste d'un seul tenant. Par 
fonction holomorphe on entend indifféremment une fonction uni- 
forme et continue, el ayant une dérivée déterminée (p. 2^5 et 67), 
ou bien une fonction dévcloppable en série de Taylor. 

La considération d'une série de puissances et de l'ensemble 
de ses prolongements analytiques (on l'appelle un système 
monogène de séries de puissances) a permis à Weierstrass de 
prouver a posteriori l'existence de pareilles fonctions envisagées 
a priori par Cauchy, de faire connaître les éléments nécessaires 
à leur détermination et d'en donner une représentation les défi- 
nissant avec une netteté parfaite. 

Pour y parvenir, il fallait d'abord transformer et préciser la 
notion de prolongement continu de fonction continue, aussi 
ancienne que la Géométrie analytique (^) : une loi établie par 



(*) Dès 181 1, à propos du symbole F considéré comme intégrale de Téquation 
hypergéométrique (p. igS), Gauss s'exprime ainsi : ... Distinguendum est inter 
duas significationes characteristicœ F, quatenus scilicet vel reprceseniat funC' 
tionem, cujus indoles exprimitur per œquationem differentialem, vel solam 
summam seriœ infinitœ, Posterior quamdiu elementuni quartuni inter — i 
et -hi situm est, semper exhibet quantitatem ex asse determinatam, sed ca- 
vendum est ne hos limites excédas. . . . Prior vero signijîcatio reprœsentat 
functionem gêneraient, quœ quidem secundum legem continuitatis semper 
mutatur, si elementum quartum Jluxu, continuo mutatur, sive ipsi valores 
reaies sive imaginarios tribuas, si modo semper valores o et i évites. Hinc 
patet, in posteriori sensu functionem pro œqualibus elementi quarti valoribus 
{transitu seu potius reditu pei' quantitates imaginarios facto) valores inœ- 
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Gauss dans la Théorie du potentiel, et transportée par Rîemann 
dans celle des fonctions, sert de fondement à cette défini- 
tion (*). 

Au sens deWeierstrass, prolonger analytiquement une fonc- 
tion f{x)^ définie dans un domaine borné o d*un seul tenant et 
analytique dans ce domaine, c^est trouver une fonction définie 
dans un domaine (D d^in seul tenant renfermant S à son inté- 
rieur, analytique dans CD, et identique à la fonction f{x) dans le 
domaine o. 

Comment réaliser ce prolongement? 

Partons d'une série de Taylor ordonnée suivant les puissances 
de ;r — a (on la représentera indifféremment par ^[x — a), 
^{x I a)j $a) ayant pour domaine de convergence un cercle Ca 
dont le rayon rHest ni nul ni infini. Toute fonction ayant même 
valeur que la série $a dans le cercle Ca peut être représentée, 
dans le voisinage de tout point b intérieur à ce cercle, par une 
autre série de Taylor $(2:|6) (p. 212) : les valeurs en b de la 
série ^ia et de ses dérivées déterminent les coefficients de 
la série $^, puisqu'au point b et dans son voisinage les deux 
séries ont même valeur. Soit C^ le cercle de convergence de 
cette nouvelle série. 

Deux cas sont possibles : 

I" Le cercle C5 est tangent intérieurement au cercle Ca. — 
Alors la série (f^ ne peut servir à représenter à l'extérieur de Ca 
une fonction représentée à son intérieur par la série $a« Cette 
fonction reste toujours enfermée dans le cercle initial, si le 



qualea adipisci posse . . . {Œuvres, t. HI, p. aa6). Dans les Œuvres de Cauchy, 
la notion de prolongement se trouve aussi sous la forme de détermination par 
continuité d'une fonction le long d'une courbe, dès que Ton connaît sa valeur 
et les valeurs de ses dérivées en un point. 

Jusqu'ici il était commode de représenter par {v et z les fonctions et 
les variables : désormais nous les désignerons le plus souvent par y et â; 
iXi et x^). 

Pour ce Chapitre, cf Hadamard, La série de Taylor et son prolongement 
analytique, 1901. 

(*) Gausb, Œuvres, t. V, p. aaS. — Riehann, Œuvres, trad., p. 33. 

Ce principe a été démontré plus haut (p. 3i4 et 391); il en résulte que si une 
fonction est prolougeable, elle n*esl prolongcable que d'une seule manière. 
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cercle C^ est tangent à ce cercle quel que soit le point b pris 
à V intérieur de Ca (*). 

2" Le cercle Q sort du cercle C<,. — Alors, dans la région 
commune aux deux cercles, les deux séries $« et 9b ont même 
valeur. En effet, dans le cercle de centre b tangent intérieure- 
ment au cercle C^ {fig. 33), la série 9a peut être remplacée par 




L--- 



la série (^^ (p. 212); donc ces deux séries coïncident dans toute la 
région commune à leurs cercles de convergence (p. 21 3). 

Si l'on considère une fonction comme définie à Pintérieur de C^ 
par la série $^7 et à l'intérieur de C^ par ^tf on a une fonction 
définie dans l'ensemble des deux cercles. Elle a, dans leur partie 
commune, deux représentations différentes; mais cela n'a pas 
d'inconvénient, puisqu'elles fournissent la même valeur pour la 
fonction. 

On dit que la série 9a définit une fonction prolongée analy- 
tiquement en dehors de C^ par la série 9b\ on peut ainsi en cal- 
culer la valeur en des points où l'élément 9a diverge. Les élé- 
ments $a et 9 h sont appelés contigus. 

Poursuivons ce mode d'extension, et prenons un point c à 
l'intérieur de C^. Si le cercle de convergence d'une série 9 (x | c), 
obtenue parla méthode indiquée, sort du cercle C^, cette troisième 
série prolongera la fonction en dehors du second cercle; et ainsi 
de suite. De proche en proche, on constituera une chaîne d'élé- 



C) D'après la règle qui conduil au développement de Taylor, le cercle C^ est 
au moins tangent intérieurement au cercle C.. 

Les rayons de convergence des cercles C^ forment un ensemble dont la limite 
inférieure est : tout à Thcure, nous démontrerons à nouveau que leur limite 
supérieure ne peut dépasser le double du rayon C. {Voir aussi n" 178 et 278). 
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ments $, correspondant à une chaîne de cercles, qui pourront 
recouvrir le plan ou une partie du plan, une fois, plusieurs fois, 
une infinité de fois. Deux chaînes différentes, relatives à deux^ 

suites de points (a, 6, c, . . ., ^> 0? (^ï ^'j ^» • • •? ^\ prises 
sur un même arc de courbe et correspondant à des valeurs toujours 
croissantes de cet arc, font aboutir au même élément (£^/. Ainsi, 
en chaque point que l^on pourra atteindre, la fonction aura 
une valeur bien déterminée, si Von fixe le chemin qui y 
conduit. 

De même, une série 9{x\l) aura pour élément contigu une 

série ^f ( — ) ayant un domaine de convergence qui renferme le 

point / à son intérieur, si les deux séries ont même valeur dans 
leur domaine de convergence commune. 

L^ensemble de ces éléments 9{x\a),^(x\b)^ ...,$(x|/), ... 

\ au besoin ^Sl-j\ constitue « une fonction analytique mono- 
gène qui peut être uniforme ou multiforme, mais qui est com- 
plètement définie lorqu^on donne un de ses éléments » {*). Le 
domaine d^existence de cette fonction est l'ensemble des régions 
que l'on peut atteindre par prolongement. 

La fonction est uniforme ou multiforme, suivant qu'en allant 
d'un point du domaine à un autre, par divers chemins, il est 
impossible ou non d'obtenir en cet autre point des valeurs diffé- 
rentes pour la fonction. On peut toujours la regarder comme 
uniforme sur une surface de Riemann convenablement construite. 



(*) Weierstrass, Œuvres, t. II, p. aïo (trad. B. D., i88r, p. i66). 

C'esl pour pouvoir engendrer la fonction analytique que l'on suppose le centre 
de chaque cercle à l'intérieur du cercle précédent (et môme aussi du cercle 5ia- 
vant, si l'on veut à partir de chaque élément monter ou descendre indifféremment 
la chaîne). Maison peut pratiquement regarder comme contigus ou comme se 
prolongeant immédiatement des éléments dont les domaines de convergence 
empiètent l'un sur l'autre et qui ont même valeur dans cette région commune 

(p. 2l4). 

Deux séries de puissances %t prolongent Tune l'autre lorsqu'elles appartiennent 
à une suite de séries de puissances en nombre fini, dont chacune prolonge immé- 
diatement la précédente. 

Un élément quelconque définit la fonction analytique aussi bien que l'élément 
initial : pour retrouver cet élément, il n'y a qu'à remonter la chaîne. 

Quand les séries dérivées ^Jt'â, ^S\^ ... forment une chaîne, il en est de même 
des séries ^JP^, 'r,, ... (p. i3g). 
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Ici donc, on définit la fonction analytique par Tensemble des 
éléments qui la représentent (*); plus haut (p. 47)9 on Pavait 
définie a priori par ses propriétés. Les deux définitions sont 
équivalentes. 

Sur une ligne continue intérieure au domaine d'existence, le 
rayon de convergence des éléments de la chaîne est une fonction 
continue. 

En eflet, soient R(a) et R(i) les rayons de convergence de 
deux éléments contigus relatifs à deux points a et 6 de cette ligne. 
Puisque les cercles de convergence se coupent ou sont tangents 
intérieurement, on a 

|R(a)^R(/^)|g|a-ô|, 

ce qui établit la continuité de la fonction R(ar). 

Dès lors, le long de toute ligne intérieure au domaine d'existence, 
les rayons de convergence, tous positifs, atteignent eflectiveroent 
un minimum positif (et non pas nul). Donc ils dépassent tous un 
nombre positif fixe, et l'on peut aller d'un point à un autre en 
employant un nombre fini d'éléments (^). 

183. Le domaine d'existence d'une fonction analytique peut 
s'étendre de proche en proche tant que le prolongement est 

( * ) Exemple, — La fonction qui a pour expression analytique (i — a? )~* existe 
dans tout le plan, sauf au point i. On peut la regarder comme une fonction 
analytique définie par l'élément 

iS ^— I "i" X ~T" • • • ~r X "t~ • . • • 

Cet élément est continué par l'élément 
4\=^[. + £^-h(^)'-H...] (lal<,;|x-a|<h-a|). 

Une chaîne d'éléments $«) 4\« •••) ^|t ••• permet de calculer la valeur de la 
fonction en tel point que l'on veut. 

Des fonctions analytiques engendrent de nouvelles fonctions analytiques, 
quand on leur applique un nombre fini de fois les opérations élémentaires du 
calcul (Chap. III et IX), ou quand on les fait entrer comme éléments dans des 
équations difTércnticUcs (Chap. VI). 

(^) Voir le raisonnement fait p. 4^ et 122 (en note) pour établir deux théo- 
rèmes analogues. 
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possible : de là Tétude des obstacles pouvant empêcher ce pro- 
longement, et par suite des points singuliers (*). 

Soit L une ligne arbitraire partant du point initial a. Tous les 
points de L intérieurs au cercle de convergence Ca peuvent 
être atteints au moyen d'un nombre Jîni d'éléments : il n'en est 
pas forcément de même d*un point a situé sur la circonfé- 
rence Ca et des points extérieurs. 

Deux cas sont possibles : 

I" Il existe une série de puissances $(;t'|a) qui coïncide 
avec ^{^x I a) dans la région commune aux domaines C^ et Ca* La 
fonction analytique est alors holomorphe ou régulière en a : le 
point a est un point ordinaire. 

2** S'il est impossible de former une pareille série, le point a est 
A\l point singulier. Ce point singulier est donc un point frontière 
servant de séparation entre les points de la ligne L que l'on peut 
atteindre par prolongement en suivant à partir de a la ligne L et 
les autres points de cette ligne. 

Ce que l'on vient de dire de l'élément initial 9{x\a) peut se 
répéter de chacun des éléments de la fonction analytique. 

L'ensemble des points singuliers du type ci-dessus relatifs à tous 
ces éléments constitue \dL frontière du domaine d'existence de cette 
fonction. Le domaine lui-même comprend les points intérieurs, 
à l'exclusion des points frontières; en ces points intérieurs, le 
rayon de convergence est positif. Ce domaine est d'un seul 
tenant, et par suite l'ensemble des points où la fonction cesse 
d'être définie n'en interrompt pas la continuité. 

Plus généralement, l'ensemble des points singuliers est l'en- . 
semble des points où la fonction n'est pas régulière : il est tou- 
jours fermé, puisqu'un point ordinaire est le centre d'un cercle 
dont aucun point n'est singulier. Ainsi tout point limite de points 
singuliers est aussi un point singulier. 

Dans cette définition d'un point ordinaire g (ou d'un point sin- 
gulier h) intervient la notion du chemin suivi pour y aboutir : il 



(^) Le moi anglais obstacle point moDlrc bien leur rôle. 



LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE D'aPRÉS WEIERSTRASS. 3o5 

faut se préoccuper des éléments choisis pour former la chaîne de 
cercles qui permet (ou ne permet pas) d'atteindre ce point. Pre- 
nons deux lignes L et U issues de a et traversant g (ou A); plus 
généralement partons de a pour décrire d'abord un contour fermé, 
puis la ligne L : rien ne dit cjue le point g (ou h) ordinaire' (-ou 
singulier) sur l'un des chemins soit ordinaire (ou singulier) sur 
Tautre. C'est ce que nous avons constaté en Iraitant des fonctions 
algébriques. 

Une discussion est donc nécessaire; voici des remarques qui 
l'abrégeront : ' 

1® Dans un domaine fermé simplement connexe, une fonction 
analytique est uniforme lorsqu'elle n'a de singularité sur 
aucune ligne issue du point arbitraire a et restant à l'intérieur 
du domaine : par suile elle est holomorphe dans ce domaine. 

En effet, pour montrer que tout chemin fermé intérieur au do- 
maine ramène la valeur initiale, il suffit d'établir que par deux 
chemins, partant de a et aboutissant au point arbitraire /, l'un L 
quelconque, l'autre L' suffisamment voisin dont le raisonnement 
fixera la position; on obtient la même valeur pour la fonction 

{fig- 34). 

Fig. 34. 




^'^— ' 



Il en est bien ainsi, car, en partant de a avec l'élément ^aj on 
peut associer deux points b et 6', intérieurs à Ca? tels que C^' 
et C^ aient respectivement b et 6' à leur intérieur (puisque les 
rayons de convergence sont finis). Le long du segment bb\ 9b 
et 9b' coïncident avec 9 ai et par suite coïncident entre eux. De 
'même, appelons c et <y des points intérieurs à C^ et tels que c et c 
soient à l'intérieur de Ce' et Ce : les développements 9c et 9c' coïn- 
cideront le long de ce' , Et ainsi de suite; finalement les fonctions 
auront même valeur en /. ( Voir aussi p. 92.) 

On en conclut qu'une fonction analytique, prolongéable à partir 
d'un point a le long d'un chemin fermé simple C et ne reprenant 

F. 20 
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pas la même valeur lorsqu'on revient en a^ a au moins un point 
singulier à V intérieur du contour C. 

L'existence d'un point singulier sur la circonférence du cercle 
de convergence de chaque élément en est aussi une conséquence 
{cf. également les n*»* 178 et 278). 

2^ Une fonction analjrtique, uniforme dans un domaine fermé, 
est régulière en un point / quel que soit le chemin U par lequel 
on y parvienne, si elle est régulière en ce point quand ou y arrive 
par un chemin particulier L (on suppose qu'il n^y a ni sur L, ni 
sur U de point singulier entre le point de départ et l). 

En effet, parlons de a en marchant d'abord surL : nous finirons 
par arriver en un point ^, assez voisin de / pour que le cercle de 
convergence C^ ait à son intérieur le point /. Désignons par S la 
plus courte distance de / à la circonférence C^. 

Si nous partons de a en marchant sur U, nous parviendrons en 
un point h' situé en deçà de /, à des distances de / et de la circon- 
férence C^ chacune inférieure à S, avec un élément $a' dont la 
valeur coïncidera avec celle de 9g dans le voisinage de h\ puisque 
la fonction est uniforme et que, par suite, l'élément 9g la déter- 
mine le long de l'arc g^l que l'on peut supposer intérieur à C^ 
{fig* 34). Les éléments d?^, 9h' ont donc même valeur dans la 
région commune à leurs cercles de convergence, cercles qui tous 
deux renferment le point / : le premier détermine la fonction en 
tous les points de l'arc A7, y compris le point /; il en sera de 
même du second* 

Z^ Les points singuliers des fonctions analytiques uniformes 
(ils sont singuliers, quel que soit le chemin suivi pour les atteindre) 
se divisent en pôles et points singuliers essentiels (p. Sq). 

184. D'après ce qui précède, au moins lorsqu^on chemine 
sur un certain rayon du cercle de convergence, le prolongement 
est impossible. Le prolongement peut-il être iptpossible dans 
toutes les directions, de telle sorte que la circonférence du cercle 
de convergence soit une coupure essentielle et qu'ainsi la fonc- 
tion reste enfermée dans un cercle? Â quels caractères reconnaître 
de telles singularités? Les rencontre- t-on dans le cas général? 
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Les séries entières auxquelles ccDduisent des problèmes très 
vastes, par exemple celles qui servent à rintëgration d^équa- 
tions différentielles arbitraires, ont le plus souvent des prolon- 
gements (*) : aussi durant quelque temps on put regarder comme 
exceptionnelle la fonction ayant pour ligne singulière le cercle de 
convergence de la série qui la définit. 

Mais une série provenant d*un problème général a des coefli* 
cients définis par une loi analytique : ce n'est pas la série géné- 
rale, si Ton entend par là celle dont les coefGcients sont choisis 
arbitrairement et indépendamment les uns des autres. Pour une 
pareille série posée a priori, aucune direction du plan ne semble 
devoir jouir de propriétés particulières, et, par suite, s'il y a une 
singularité dans une direction, n'y en aurait-il pas dans toutes? 

Dans quel sens trancher la question? 

Un premier pas vers la solution fut fait par Weierstrass lors- 
qu'il apporta un exemple de fonction analytique enfermée dans un 
cercle {^), Soit la série 

I -h ax^-^, . ,-\- a^x^^-k-, , . (a const. > o; c entier > o). 

Son cercle de convergence a pour rayon l'unité, car le rapport 
d*uu terme au précédent tend vers zéro ou l'infini suivant que \x\ 



(') C'est le cas le plus habituel; mais, même pour des séries dont les coef- 
ficients sont déterminés par une loi, le cercle de con\ergence peut être une 
coupure. M. Fabry en donne des exemples simples {A. E. N,, 1896). 

(') La théorie des fonctions modulaires avait déjà fait connaître de pareilles 
fonctions : ce qui caractérise l'exemple de Weierstrass, c'est que l'existence de la 
coupure circulaire résulte de la forme seule du développement, sans connaissances 
a priori sur la fonction étudiée. Cf. du Bois-Reymond, /. de Crelle, t. 79. — 
Weierstrass, Œuvres, t. II. p. 223 {B. />., 1881, p. 179). 

Comme cas particulier simple, M. Stâckel considère la fonction définie par la 

série 

<p(a?) = x-hx*^-h...'hxc'*-i-.,, (c entier >i) 

et déduit l'impossibilité de son prolongement en dehors du cercle de rayon i de 
cette remarque élémentaire : |cp(â?)| croit indéfiniment dans le voisinage du 
point I, et même, en vertu de l'identité 

ç>(a?<^») = ^(ar) — ic — arc—...— a:<^"~', 

dans le voisinage de tout point racine de Téquation aK^"=i, par suite en des 
points formant un ensemble partout dense sur la circonférence \x\ =1. (/• de 
Crelle, l. 112, p. 262). 
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est < I bu > I :'je disque ce cercle est une ligne singulière 
pour la fonction définie par la série. 

En efTet, sur ce cercle la fonclion a au moins une singulariléoro. 

Faisons la substitution \x^ xe ^** /, A et A' étant des eniliers posi- 
tifs, ce qui ne modifie pas la série à partir du terme de rang h. 
D'une part, les fonctions définies par la série initiale et la série 
transformée ont les mêmes singularités; de l'autre, la singula- 

TÎté Xo de la première fonction vient au point x'^ = XqC *^^ : c'est 
donc que x'^ était un point singulier de la première fonction. 

La singularité x'^ a même module que Xq^ et dès lors elle aussi 
est sur le cercle de convergence; de plus, on peut disposer de h 
et de k de telle sorte que l'argument de x'^ tende vers tout nombre 
donné. Par suite, tout point de la circonférence est une singu- 
larité. 

Ce raisonnement est applicable chaque fois que, dans une 

série ^ anX^»* ayant un cercle de convergence fini, les entiers c« 

admettent à partir d'un certain rang N un plus grand commun 
diviseur S croissant indéfiniment avec N. 

En eflet, si on laisse de côté les premiers termes de la série (ils 
p'influent pas sur la distribution des singularités), on a une série 

entière en x^. La substitution \x, xe ^ ) d'une part ne déplace 
pas les singularités, et de l'autre les transporte (pour S suffi- 
samment grand) en un point arbitraire du cercle (*). 



(') Hadâmard, y. AI., 1892 y p. ii5. 

Plus généralement, quand la série ^^a^x'n a un cercle de convergence Gni, 

çt cercle est une coupure, quels que soient les coeffîcienls a„y si les exposants c^ 
sont des entiers positifs croissants tels que l'un des rapports c„^.| — c^ic^ (Ua- 
DAMARD, loc. Cit., p. nfi), c„+i — c„ : y/c^ (BoREL, /. M., 1896) rcste supérieur à 
un nombre fixe, et môme pourvu que la dilTérence c„^j — c„ grandisse indéfini- 
ment avec n (Fabry, A. E. N., 1896). Le problème est ainsi résolu pour les 
séries à lacunes indéfiniment grandissantes. 

Quant aux séries complètes, le cercle de convergence est encore une coupure 
quand les a„ sont des fonctions de n, périodiques, à période incommensurable, 
développables en séries trigonométriques illimitées absolument convergentes 
(Le rRoY, A. T., 1900, p. 820). Voir aussi Lrrch, ^. M., t. X, p. 87; MéraV^ 
B. Ù., 1888, p. a48. 

Une fonction peut être continue ainsi que toutes ses dérivées sur toute )a 
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EnGo, M. Pringsheîm fit cesser les hésitations en montrant que 
\^ fonction définie par une série entière a en général son cercle 
de convergence comme coupure (*). Ainsi, la fonction la plus> 
générale, c'est-à-dire celle pour laquelle la distribution des points 
singuliers n'est soumise à. aucune loi, ne correspond pas à la> 
série la plus générale, à celle pour laquelle dans le choix des 
coefficients on ne suit aucune loi. 

185. De ces considérations résulte l'existence de fonctions 
analytiques cessant d'exister dans toute une région du plan, en 
d'autres termes ayant des espaces lacunaires. C'étaient là, au. 
dire de Weierstrass, « des théorèmes qui ne s'accordent point. 



frontière de son domaine d'existence. TeUe est celle \\mq. définit la série de 
M. Frcdholm 

00 

2]a"^''' (la KO, 

dont la frontière est le cercle | x \ = i, puisque c^^., — c„ est infini avec n (C /?., 
1890, 1*' semestre, p. 627). Pour d'autres exemples, cf, Prinqsiieim, M, A., 
t. XLII, p. i53 (en tenant compte des remarques de M. Borel, A, E, N.» 1896^ 

p. 22). 

(*) Voici sa démonstration. Soit ^{x) une série entière particulière admet- 
tant comme coupure son cercle de convergence C. Toute série entière /(a?) peut 
être mise sous la forme 9(57) -f-i|/(a?). Dès lors, pour que cette série /(x) soit 
continuable au delà de G, il faut que tous les points d'un arc de la circonfé^ 
rence C soient des singHilarités pour ^(J?), et des singularités telles qu'elles 
fassent compensation à celles de ^{x). Ceci exigerait des relations particulières 
entre les coefficients de ^{x) et de ^{.x)^ qui, dans le cas général, n'existeront 
pas (Af. A., t. XLIV, p. 5o). 

A dire vrai, de ce raisonnement il ressort seulement que les séries pour les- 
quelles le cercle de convergence est une coupure sont aussi nombreuses que les 
autres. Peut-on, du reste, affirmer autre chose, puisqu'une transformation con-i 
forme conservant l'origine, par exemple celle d'Ëulcr (p. 74), fait correspondre à 
une série entière définissant une fonction ayant pour coupure Ja circonfé- 
rence I :z; I = const., une fonction holomorphe à l'origine, et dès lors une série 
entière définissant une fonction dont le domaine d'existence a pour frontière la 

X 

= const. ( Hadamard, Op. cit., p. 34). 

Des démonstrations ou est bien défini le sens de ce mot : en général, ont été 
données par MM. Borel (^. M., t. XXI, p. 243} et Séries divergentes, p. 147) et 
Fabry {A. M., t. XXII, p. 65) : ils regardent une série de Taylor comme géné- 
rale lorsque la valeur du n^*"^ coefficient est indépendante de celle des coeffi- 
cients précédents. 



circonférence 
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avec les vues ordinaires », car les premiers travaux des géo- 
mètres portaient sur des fonctions analytiques telles que les 
cercles C^, Càj ••• recouvrassent tout le plan soit une fois, soit 
plusieurs fois, soit une infinité de fois, en laissant seulement de 
côté certains points singuliers isolés. 

On a même été plus loin. Aussi, après avoir rappelé des 
exemples simples de fonctions cessant d^exister en des points 
isolés, ou bien en des points non isolés distribués soit ponctuel- 
lement, soit sur des lignes ou dans le voisinage de lignes, soit 
dans des aires, nous montrerons qu'étant donné un domaine 
arbitraire, de frontière absolument quelconque, il existe une 
fonction régulière en tout point intérieur et singulière en 
chaque point de la frontière (pourvu que le domaine soit d'un 
seul tenant) (^). 

Les fractions rationnelles, les fonctions méromorphes, la fonc- 

tion e' ont des discontinuités ponctuelles isolées, polaires ou 

essentielles. La fonclion [ sin - j a dans le voisinage de Torigine 

une infinité de pôles (les points x~* = kiz); l'origine est un 
point essentiel, puisqu^en ce point ni la fonction, ni son inverse 



(*) Ce théorème énoncé par Weierstrass {Œuvres, t. II, p. 233) a été démontré 
simultanément par MM. Poincaré {Acta Soc. Fennicœ, t. XII, p. 34 1» ou mieux 
American Journal, 1893) et Goursat (C R., 1883, B, D,, 1887, p. 109). 

Leur démonstration supposait que la frontière a en chaque point une cour- 
bure : M. Osgood {Bulletin of the Amer. M. S., octobre 1898) l*a rendue 
applicable à tous les cas. 

La première preuve générale a été donnée par M. Rungc {A. M., t. VI, p. 2$g) : 
elle repose sur ce qu'une fonction analytique uniforme est représentable par une 
série de fonctions rationnelles (n* 189) et elle donne la fonction cherchée sous 
la forme d'une série de fractions rationnelles. 

Pour les excmplesi r/. aussi : Hermitk, Acia Soc. Fennicœ, t. XII, p. 67 (ou 
mieux /. de Crelle, t. 91, p. 54). — Stieltjes, B, D,, 1887, P* 4^- ~ Goursat, 
B, D., 1893, p. 347. — Tbixeira, B. d., 1893, p. 29. 

Insistons sur ce qu'une fonction à espace lacunaire est celle qu'on ne peut 
amener par prolongement à exister dans certaines aires. 

« Si l'on ne s'imposait a priori aucune condition, rien ne serait plus facile 
que de concevoir une transcendante présentant un espace lacunaire quel^ 
conque. On pourrait imaginer, par exemple, une fonction déflnie de la manière 
suivante : elle devrait être égale à i à l'extérieur d'un certain cercle et cesser 
d'exister à l'intérieur de ce cercle. Ce cercle serait un espace lacunaire. » 
{Poincaré, loc. cit.) 
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ne sont déterminés : c^esl donc une singularité ponctuelle non 
isolée ( ' ). 
^intégrale 

q 

/(-) =X V^ïT^t <-• *' «• P' ' ^*'''») 

cesse d'exister sur le segment engendré par le point (a — /, 6), 
/ variant de a à p. La fonction analytique uniforme qu'elle définit 
a pour ligne singulière un segment de droite parallèle à l'axe réel. 

Il est facile de généraliser ces résultats, et d'exprimer à Uaide 
d^intégrales ou de séries des fonctions analytiques ayant des 
lignes singulières ou des espaces lacunaires. 

Voici l'exemple donné par M. Poincaré pour montrer qu'il 
y a des fonctions k espace lacunaire existant dans un domaine 
continu ayant une frontière quelconque. 

Considérons la série 



î<*) = 2^6; 






et un contour C (ayant en chaque point une tangente et un rayon 
de courbure) divisant le plan en deux régions, l'une intérieure, 

l'autre extérieure à ce contour. On suppose que la série \]a/i 

converge absolument, que tous les points b„ sont à l'intérieur 
de C ou sur C, et forment un ensemble dense sur tout arc de C. 
Dans ces conditions, à Vextérieur At C la série f(^) a ses élé- 
ments holomorphes et converge uniformément, et par suite est 
liolomorphe (n"' 139 et 233); un calcul que nous ne dévelop- 
perons pas montre de plus que le cercle de convergence relatif à 
chacun des points de tout domaine extérieur à C est tangent exté- 
rieurement à C (^). La fonction analytique cp(x) a donc la région 
intérieure à C comme espace lacunaire. 



(') Gomme exemple de fonction dont les singularités forment un ensemble 
parfait discontinu, on peut citer les fonctions fuchsienncs de la troisième 
famille : ce sont des fonctions uniformes définies dans tout le plan, ayant des 
singularités dont aucune n'est isolée et qui ne forment pas de ligne singulière. 

C) Voir Poincaré, Acta Socielatis Fennicœ, t. XII, p. 346. — Goursat, 
B. D., 1887, p. 109. 
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* 4 

On réalise les c(Hidîtioi>s de l'énoncé en posant 

* '' fil -h . . . -H jlp 

|{^i|, ..., \up\ étant <; I ; ^i9 •••? oc^ désignant des constantes 
arbitraires; le signe de sommation s'étendant à tous les systèmes 
de valeurs jai , *. . . , (X^ entières et positives. Le contour C sera un 
polygone convexe, ayant à son intérieur ou sur ses côtés tous, 
les points ai, . . ., a^, et n^ayant pas de sommets autres que les 
points ai, .. . , oLp, 

En efFet, la série y>"P^® ^ll "?*• • • ^p''\ converge absolument, 
puisqu'elle résulte du produit des identités 



1 — Ut 

m 

tous les points bn sont à Tintérieur de G ou sur G, d'après une 
propriété évidente du centre des distances proportionnelles 
(tX|>>o); enfin, en disposant convenablement de [X|, ..., [x^ on 
peut obtenir pour bn tel point que l'on voit situé sur le péri- 
mètre G (ou à son intérieur). 

« 

186. A chaque élément $o d'ane fonction analytiique prolon-! 
geable correspondent une infinité non dénojnbrable d'éléments 
contigus ^^1 : de là une question que l'on peut poser sous diverses 
formes : 

i^ La considération de tous les éléments 9% est-elle nécessaire 
pour obtenir dans sa totalité le domaine (Di formé par l'ensemble 
des cercles de convergence des éléments $i ? De même faudra-t-il 
prendre tous les éléments $2 contigus à lous les éléments 9\ pour 
obtenir le domaine (ôa formé par les cercles de convergence des 
éléments $2? et ainsi de suite (*)? 

2® Quand la fonction analytique est multiforme, arrivera-t-on 



(') Le domaine (£), ne peut pas se recouvrir lui-même : il n'en est pas de 
même des domaines CO,, (dj, ... qui peuvent se recouvrir plusieurs fois et une 
infinité de fois. C'est ce qui arrive par exemple pour la fonction log(i — jc). 
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par des opérations ri\éihodi^Uemént vlassées à obtenir en chaque 
point intérieur au domaine d'existence toutes ses valeurs? 

. La réponse a été donnée par MM. Poîncaré et Volterra : 

i^ Pour obtenir tout le domaine (£)|, il suffit de prendre ceux 
des éléments $« dont le centre a des coordonnées rationnelles, et 
pat* suite' de considérer une infinité dénombrable de prolon- 
gements. De même, des valeurs de la fonction dans le domaine (Df 
on pourra déduire toutes ses. valeurs dans le domaine (D:^ en pre- 
nant ceux des éléments $2 dont les centres ont des coordonnées 
rationnelles. Et ainsi de suite; finalement en vertu des propriétés 
des ensembles dénombrables (p. i5), la considération d'une infi- 
nité dénombrable d'éléments fera connaître toute la fonction, 
au moins en tout point intérieur au domaine d'existence de la 
fonction (•). 

2^ Par suite, les opérations (en nombre évidemment infini si 
la fonction a une infinité de valeurs) nécessaires pour obtenir en 
un point toutes les valeurs de la fonction formant au plus une 
infinité dénombrable, on peut, à partir de l'élément initial, ranger 
méthodiquement toutes celles qui permettront d'atteindre la fonc- 
tion en tout point où elle est bolomorphe (^). 



(^) La démonslration que nous allons donner dans la note suivante s'appli- 
quera seulement aux points intérieurs aux cercles de convergence : par suite, la 
connaissance de la fonction sur la frontière de son domaine d'existence exigera 
une infinité non dénombrable d'éléments. 

Une méthode de M. Le Roy {A, T., 1900, p. 33 1) permet, dans certains cas, 
d'atteindre, par un ensemble régulier d'opérations ^ la fonction dans tout son 
domaine d'existence, y compris le voisinage des points singuliers. 

Si la fonction analytique est algébrique, il suffit d'un nombre ^/li d'éléments 
pour la représenter (en supposant que le point à l'infini est ordinaire). 

(') Voici la démonstration de M. Poîncaré : 

V Partons d'un élément ^^«. Désignons par P,, P,, ..., C,, G,, ... les ensembles 
formés par les éléments 9^,, ^j, ... et par lears cercles de convergence ; dési- 
gnons par /?!, />3, ..., C|, C2, ... les ensembles que l'on en déduit en gardant 
seulement les éléments dont les centres ont des coordonnées rationnelles. Les 
ensembles P^ ^t C^ ont la puissance du continu; les ensembles p^ et c^ sont 
dénombrables. 

Je .dis que le calcul de la fonction analytique proposée le long d'une courbe 
arbitraire aboutissant à un point arbitraire peut toujours se faire en substituant 
aux éléments tirés des ensembles Py des éléments appartenant aux en- 
sembles p^. 

En effet, tout point intérieur à, l'un des cercles d est intjjrieur à l'un de& 
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187. Reprenons, avec celte définition de fonction analytique, 
un problème posé au début : A quelles conditions deux fonc-- 
lions définies respectis^ement dans deux régions sans partie 
commune appartenant à un domaine d'un seul tenant 
doivent-elles être regardées comme une même fonction? 

Au temps d'EuIer, avons-nous dit, la question n'aurait pas été 
posée, ou bien on aurait donné cette réponse, trop étroite et trop 
large (*) : On a la même fonction, lorsque V expression ana^ 
ly tique est la même (^). 

Aujourd'hui, au sens de Weierslrass, une expression analy- 



cercles c,, et tout cercle aj-ant avec un cercle G, une région commune a une 
région commune avec un cercle c,. Donc tout élément ^^ de Tensemble P, est 
contigu à un élément de l'ensemble /?,, et, en général, tout élément de l'en- 
semble P.-^., est contigu à un élément de l'ensemble /?,•. Par suite, les élé- 
ments /7|, z?,, ... suffisent pour obtenir toutes les valeurs de la fonction en un 
point déterminé, intérieur à l'un des cercles G^, quand on y arrive par tous les 
chemins possibles, puisque d'une part on arrive par un chemin déterminé à un 
point déterminé intérieur à l'un des cercles G^, en employant un nombre yî/tx 
d'éléments, et que, de l'autre, la connaissance des valeurs de la fonction aux 
centres des éléments du type p^ détermine la fonction dans tous les cercles Gy 

Dès lors, on pourra procéder comme il suit pour compter le nombre des valeurs 
de la fonction et fixer un ordre à suivre pour les avoir toutes. AlTectons d'un 
numéro d'ordre chacun des éléments /?,, ce qui permet de les ranger dans une 
première colonne; traitons de même les éléments />„ et rangeons-les dans une 
seconde colonne; opérons ainsi une infinité de fois. Pour avoir toutes les valeurs 
de la fonction, il suffit d'associer par ordre à chaque élément de la première 
colonne tous les éléments contigus de la seconde, de faire suivre ensuite chaque 
élément de la deuxième colonne des éléments contigus de la troisième, et ainsi 
de suite. Si loin que l'on poursuive les opérations, on a toujours affaire à des 
ensembles dénombrables, car un ensemble dénombrable d'ensembles dénombrables 
est dénombrable. 

Puisque, en un point donné, les déterminations d'une fonction analytique 
forment au plus un ensemble dénombrable, il n'y a pas de fonction analytique 
prenant en un point toutes les valeurs incommensurables. (Poincaré, Rendiconti 
del Circolo di Paiermo, t. II, p. 197; 1888. — Borkl, Leçons, eic, p. r>4.) 

(*) Trop étroite : par exemple les développements différents 



1 4 



• •* 






représentent la même fonction \^e -h x^^ suivant que l'on a | â? | < i, | a? | > i. 

Trop large : voir page 5 et les exemples donnés plus loin dans ce numéro. 

(^) Par expression analytique, nous entendons toute expression dont on peut 
calculer la valeur, en un point donné, par des opérations analytiques connues en 
nombre fini ou infini (addition, multiplication, intégration, etc.). 



LE PB0L0N6BMBNT ANALYTIQUE d'AP^BS WEIER8TRASS. 3|5 

tique unique, pourvue de sens dans des régions séparées CD, 
(D|, ..., représente dans ces régions la même fonction quand la 
fonction analeptique (qui est définie dans la région Od par Pexpres- 
sion analj^tique), prolongée et amenée à la région Q|, est encore 
représentable par l'expression anal jtique considérée. 

De même, deux éléments 9{x\à)^ 9{x\l) appartiennent à la 
même fonction quand une chaîne de cercles permet de passer de 
Pun à Tautre. 

Weierstrass a ainsi établi que « le concept d^une fonction 
monogène d'un argument complexe et le concept d'une dépen- 
dance exprimable par une suite d'opérations arithmétiques ne se 
recouvrent pas entièrement. De là il suit que plusieurs théo- 
rèmes importants de la nouvelle théorie des fonctions ne peuvent 
être toujours appliqués aux fonctions de variables complexes, 
entendues dans le sens des anciens analystes Euler, La- 
grange, etc. » (*), 

Pour enlever tout doute, Weierstrass a formé une série de frac- 
tions rationnelles, convergenle dans un domaine formé de n aires 
séparées (£)|, •••, (£)/i et représentant respectivement, dans cha- 
cune d'elles, n fonctions analytiques uniformes données arbi- 
trairement et définies chacune dans tout le plan, sauf en des points 
isolés (2). 



(^) Weierstrass, Œuvres, t. Il, p. aïo (trad. B. D., 1881, p. 166). 

(^) Œuvres, t. II, p. 213. La considération des intégrales de Cauchya permis 
à M. Appell d'obtenir le résultat de Weierstrass sous une forme simple. Soient 
a, p, Y les affixes des centres de trois cercles se coupant deux à deux de telle 
façon que la région du plan extérieure à ces cercles se compose de deux parties 
séparées CD, et (O^, la première limitée par trois arcs de cercle, la seconde indé- 
finie. Si Ton désigne par/i(a7),/2(^) ^^^ fonctions holomorphes respectivement 
dans (Jd, et (D3, on peut former une série 

«=1 

absolument et uniformément convergente dans (D, et (Dj, identique à fx{x) 
dans (Dj et à/2 (x) dansQ, (Appell, ,4. M., 1. 1, p. i45; M. A., t. XXI.— Hermite, 
Cours, etc., 4' édit., p. 167). 

Dans ces séries, les dénominateurs des éléments des fractions rationnelles sont 
élevés à des puissances grandissant indéfiniment; M. Painlevé a formé des séries 
de fractions rationnelles n'ayant que des pôles simples, qui représentent des 
fonctions distinctes dans des régions séparées. 

Voir aussi : Hermite, /. de Crelle* t. 91. — Lercii, B* D., 1886. 
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Pour avoir sous forme d* intégrale l-expi^ession analytique 
de fonctions du même type, il suffit de prendre des . fonc- 
tions /<(^), ...^fn{x) holomorphes respectivement au moins 
dans les domaines (£)|, • • •, (Dm, et de poser 

La fonction f{x) coïncide respectivement avec les fonc- 
tions f^ {x)^ '^-tfn (^) à l'intérieur des contours fermés C« , . . . , C/i, 
et est nulle à leur extérieur. (Ces contours sont aussi voisins que 
l'on veut des frontières des domaines CO4, . .. , Cô/i-) 

Cette somme d'intégrales se transforme aisément, comme nous 
le verrons, en une série de fractions rationnelles (n® 189). 

On obtient directement sous forme de série un exemple ana- 
logue à celui de Weierstrass en posant, avec M. Tannery (*), 



5(ar) = 



I — X 



I — x 

On en déduit 
et, pour I ^ I < I , 



(_i î_W... 

\i — X* I ~- X / 
Zàx^^—x' 



n = l 



^«(^)=7ir^ 



/'/i(a?)= -• 



I — X 



t» 



A l'intérieur de tout cercle décrit de l'origine avec un rayon R 
inférieur à Tunité, | /'« | n'atteint pas ^ ^^ ; par suite, la série s{x) 

converge uniformément dans le cercle de rayon i décrit de l'ori- 
gine et, dès lors, dans ce cercle est développable en une série 
entière ^S{x) (p. 219). 

' De même à l'extérieur de ce cercle la série s{x) peut être rem- 
placée par une série du type ^(- )• 



, {^) B. D,f 1881, p. 181. — Le fait mis en évidence par ces exemples est aussi 
une conséquence immédiate de Vexistence des fonctions analytiques multiformes, 
comme l'a montré M. Borel {Leçons, etc., p. 58). 
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. Sur le cercle de rayon i, la série 5{x) h*existe pas. Aussi les 

séries 9{x), $(-)> bien que représentées toutes deux par la 

même expression analytique s(x)y ne se continuent pas l'une 
l'autre : elles définissent deux /onctions distinctes. On voit du 
reste immédiatement que chacune de ces fonctions est une con- 
stante, car la série s{x) a pour valeur i ou o, suivant que l'on est 
à l'intérieur ou à l'extérieur du cercle de rayon i . 

188. A quelles conditions une fonction est-elle continuable 
au delà d'une coupure? 

Les conditions nécessaires prennent un grand nombre de 
formes; car une coupure est essentielle dès que, dans son voisir 
nage, la fonction ne présente pas l'un des caractères des fonctions 
bolomorphes, par exemple quand elle y a une infinité de zéros, de 
pôles ou de points essentiels formant une suite linéaire. 

M. Painlevé a recherché les conditions nécessaires et suffisantes 
auxquelles se prolongent l'une l'autre deux fonctions /{x)j^/i (x) 
irespeclivement holomorphes dans deux domaines (£) et (Q^ exté- 
rieurs l'un à l'autre et dont les frontières coïncident en partie (*). 

Il faut et il suffit que ces fonctions soient bien déternîinées 
(au sens de la note, p. 279) et aient même valeur sur une 
partie AB de cette frontière commune CD, sauf peut-être en 
des points de AB formant un ensemble ponctuel (^). 

Ces conditions sont évidemment nécessaires. 

Elles sont suffisantes. En effet, la fonction f{x), bien déter- 



^ {^) A. T., 1888, B, p. 27. Par ce théorème, M. Painlevé indique donc les Con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour qu'une coupure soit artificielle. 

Ces conditions se simplifient quand la coupure est une ligne analytique, 
comme nous le dirons en traitant du prolongement par symétrie' (n® 236). 

Le principe de la méthode suivie par M. Painlevé se trouve dans le Mémoire 
de Kiemann [Sur les surfaces miniiha {Œuvres, trad., p. 323)] et dans un 
Mémoire où M. Schwarz traite du prolongement />a/' symétrie (J. de Crelle, 
t. 70, p. 107). 

(^) Pour abréger la démonstration, nous exclurons le cas où il existerait sur 
Tare AB de pareils points exceptionnels. 
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minée le long de Tare AB, est continue sur cet arc et, par suite, 
intégrable; de plus, son intégrale le long de tout contour 
fermé ABNA {^fig^ 35) dont Tare AB fait partie est nulle. La for- 

Fig. 35. 




mule de Cauchy est donc applicable. Suivant que Toa considère un 
point X intérieur ou un point x^ extérieur au contour ABNA^on a 

De même, quel que soit le contour ÂN| B A intérieur au domaine (6| 
et dont l'arc AB fait partie, il vient 

^'^'^N.BA*-^ »''»-'a1»,BA*-^1 

a; étant à l'intérieur de AN| BA, et x, à l'extérieur. 
Dès lors la fonction 

coïncide respectivement, dans les contours ABNA et AN| B A, avec 
les fonctions f{x) et /i {x). Celte fonction peut être représentée 
par une intégrale unique prise le long du contour AN| BNA; car, 
d'après les hypothèses, les intégrales le long de AB et de BA ont 
même valeur. Par suite, quel que soit le contour simple AN| BNA, 
on a 

*'''-'an.bna*-* 
c'est-à-dire que la fonction F(a:) est holomorphe dans le 
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contour AN|BNA, et par suite dans le domaine (CD, (D|) : f^{x) 
est le prolongement de f{x) ( • ). 

189. Weierslrass regardait le prolongement par séries en-- 
chaînées surtout comme un excellent mode de définition de la 
fonction analytique, procédé d'autant meilleur qu'un ensemble 
dénombrable d'opérations régulièrement classées permet d'at-» 
teindre la fonction dans tout son domaine d'existence. 

Ce procédé est-il aussi avantageux pour V étude effective de 
cette fonction ? en d'autres termes, permet-il de la calculer en un 
point quelconque et d'en découvrir les propriétés? conduit-il à des 
représentations qui donnent l'expression de certaines branches de 
la fonction dans tout leur domaine d'existence, mettent en évi- 
dence les points singuliers dont le rôle est si capital même indé- 
pendamment du prolongement, soient uniques pour une fonction 
donnée, et enfin soient d'un maniement commode spécialement 
au point de vue de la dérivation et de l'intégration ? 

La réponse n'est pas douteuse. La recherche effective de la 
fonction par cette chaîne de séries, recherche nécessaire aussi 
bien pour en calculer les valeurs en un point que pour en avoir 
les points singuliers (dans le prolongement ainsi envisagé, ces 
problèmes sont inséparables), est d'une extrême complication. La 
continuation de chaque série $5 requiert la connaissance de son 
rayon de convergence : cette recherche se ramène à un problème 
déterminé (p. i36), puisque la série contiguë $a fournit les va- 
leurs en b de la fonction et de ses dérivées; mais l'opération 
qu'elle nécessite est impraticable dans le cas général : et pourtant 
il faudrait la répéter une infinité dénombrable de fois. 

Ainsi, on est conduit à examiner si d'autres méthodes de pro- 
longement, tout en laissant intacte la définition théorique des 
fonctions analytiques, ne donneraient pas une meilleure définition 
pratique. En particulier, ne peut-on trouver des représentations 
telles que le domaine d'existence d'une branche uniforme de 



(*) Diaprés cela, une fonction uniforme et continue dans un domaine (D est 
bolomorphe dans CO ou y présente des espaces lacunaires; car, si elle est holo- 
morphe en chaque point de (£), sauf peut-être sur certaines lignes, elle est aussi 
holomorphc en chaque point de ces lignes. 
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fonction analytique coïncide avec le domaine de cons>ergende 
des éléments introduits pour la représenter; ou du moins telles 
qu'une série unique donne explicitement cette branche de fonc- 
.tion en tout point de son domaine d'existence? 

En réponse à la première question, on a obtenu diverses mé- 
thodes de prolongement analytique : prolongement au moyen des 
algorithmes introduits par M. Borel pour représenter les fonc- 
tions défînies par des séries entières dans tout le polygone de 
somnïabilité (p. i65); prolongement par ^/me/r/e (n® 236), par 
la méthode de M. Lindelof ou de la représentation conforme 
.(n®23o), ou encore à l'aide des intégrales définies considérées 
^par M. Le Roy (*). 

La seconde question fut d'abord résolue pour des types parti- 
.culiers de fonctions. C'est ainsi que M. Mittag-LefHer, au moyen 
de séries qui, si elles ne sont pas très maniables, convergent du 
moins dans tout le domaine d'existence de la fonction qu'elles 
définissent et mettent en évidence d'une façon simple ses singu»- 
larilés, apprit à représenter (d'une infinité de manières) les fonc- 
tions uniformes dont les singularités forment un ensemble 
•isolé (n® 29o), ou plus généralement énumérable (^). 

MM. Runge, Painlevé et Hilbert en donnèrent les premiers 
une solution générale, grâce à l'introduction, non plus de séries 
de puissances ascendantes de la variable, dont le domaine de 
convergence est forcément limité par des cercles, mais de séries 
de fractions rationnelles ou de séries de polynômes de degrés 
croissants. 

Voici comment procède M. Runge : i 

Désignons par /(x) une fonction holomorphe dans un do- 
maine CD borné d'un seul tenant, et par C un contour fermé 
intérieur à ce domaine et aussi rapproché que l'on veut de sa 
frontière. La formule de Cauchy donne, pour l'expression ânaly-r 
tique de cette fonction à l'intérieur de C, 



(•) Le Roy, Sur les séries divergentes {A, T,, 1900, p. 3a6, 3a8, etc.). 
(') A» M. y t. IV. — C/. aussi Picard, C /?., 1882, !•' semestre, p. i4o5. — 
GouRSAT, C. R., i883, 1" semestre, p. 566. — Guichard, A. E, N,, i883, p. ^iSi 
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et, par suite, diaprés la définilion de Tînlégrale 'd'une fonction de 
variable complexe, 

n 

/(x)= ' lim 2/li^(,,,„_Zv,), 



v = t 



'Sfit) ^2/j) --M Snn{^n^\n= ^ifi) sont les affîxes de points arbi- 
traires consécutifs pris sur la courbe C, et tels que les dis- 
tances I Zy^in — ^v/i| tendent vers zéro quand n croît indéfiniment. 
(Lorsque n grandit, aux points de division déjà pris sur la courbe 
on ajoute de nouveaux points.) 
Posons 



n 



*'''') = ïii2/('->'-i:r 



V = I 



f 



ce qui permet d'écrire 



irsl 



La fonction f{x) se trouve exprimée par une série dont 
les termes sont des fractions rationnelles : c'est le résultat 
cherché (*). 

Après M. Runge, MM. Painlevé et Hilbert parvinrent par des 
Toies diOerentes à ce théorème : 

Toute fonction /(x) holomorphe dans un domaine (D borné, 
simplement connexe, à contour simple G et ne recouvrant 
jamais plusieurs fois le plan, est développable dans (D en 
une série de polynômes qui converge absolument et unifor- 
mément dans tout domaine intérieur à CO. 



(*) A. M., t. VI, i885. M. Runge montre même que cette série converge uni- 
formément dans C. Ainsi se trouvent généralisés les développements de fonc- 
tions holomorphes à l^intérieur de contours formés d'arcs de cercles (p. 3i5), 
qu'avait indiqués M. Appell {A, M,, t. I, p. i^h). 

Les fractions rationnelles, et dès lors les éléments de la série f{x) peuvent 
être exprimés par des séries de polynômes (M. Runge rétablit; voir aussi dans 
les notes suivantes les Mémoires de MM. Painlevé et Hilbert) : /(a?) est donc 
développablc en une série de polynômes uniformément convergente. 

On peut comparer ces théorèmes avec ceux qui sont relatifs au domaine 
réel (p. 3o). 

F. 21 
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Pour l'établir, considérons avec M. Paînlevé le cas simple (*) 
où le domaine (£) est convexe et a une frontière C telle que Ton 
puisse en chacun de ses points M tracer un cercle F tangent à C 
au point M et contenant (£) à son intérieur. 

Désignons par z l'affixe de M, par a celui du centre du cercle F 
(quand ;; décrit C, on fera varier a d*une manière continue, sauf 
aux points anguleux de C), par x un point quelconque intérieur 
à CD. Sur C on peut écrire 

I I a: — a (x — a)" - 



et remarquer que la série obtenue au second membre, envisagée 
comme fonction de z^ converge uniformément sur C. Dès lors, 
si Ton remplace dans la formule de Cauchy (i) [elle est valable 
si f{oc) est holomorphe dans CE) et sur C] la fraction (5 — x)~* 
par le développement ci-dessus, on peut intervertir les symboles 
d^intégration et de sommation, ce qui donne 



n=0 /ï = 



P/,(a:) désignant un polynôme en x de degré n. 

Pour obtenir ce même résultat, M. Hilbert, après avoir déve- 
loppé comme dans la méthode de M. Runge la fonction f{x) 



C) A. T., 1888, B, p. 84 (p. 83, il établit un résultat plus général). En chacun 
des points de C on peut tracer un cercle tangent à C et contenant (D à son 
intérieur, si la courbe C n'a en chaque point qu'i^/i contact simple avec sa tan- 
gente (p. 85). Plus tard, M. Painlevé a étendu ce théorème aux contours quel- 
conques (C y?., 1898, 1" semestre, p. 200 et 3i8). Voir aussi une troisième Note 
(p. 385) où M. Painle\é donne le moyen de représenter par une série de poly- 
nômes, absolument et uniformément convergente, dérivable terme à terme indé- 
finiment, une fonction analytique de variable réelle, holomorphe en chaque 
point d'un intervalle réel, pourvu que l'on connaisse les valeurs de la fonction 
et de ses dérivées en un point de rintervalle, ainsi que, en chaque point, une 
limite du rayon du cercle dans lequel la fonction reste holomorphe et du module 
de la fonction dans chacun de ces cercles. 

De ce théorème, relatif aux fonctions analytiques réelles, il en a déduit peu 
après une démonstration simple du théorème de M. Mittag-Leffler, relatif aux 
fonctions analytiques complexes, énoncé plus loin (C /?., 1899, 1" semestre, 
p. 1^77; 3' souieslro, p. a7). 
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en une série de fractions rationnelles, démontre ces deux 
lemmes (*) : 

I® La loi énoncée est valable quand la frontière C est une 
LEMMiscATEy c'est'à'dire une courbe telle que le produit des 
distances de l'un quelconque de ses points à n points fixes 
soit constant, 

2** A tout domaine (ô| intérieur à (0, dont la frontière C|, 
elle aussi, n'a pas de point double et ne rencontre pas C, cor- 
respond une lemniscate L| ne coupant ni C ni d et ayant à 
son intérieur le domaine cO|. 

Ces lemmes admis, appelons (0|, ..., od/i, ... des domaines^ 
tous intérieurs à (Qy tels que chacun renferme à son intérieur le 
domaine précédent et qu^à partir d^une valeur suffisamment 
grande de n, tout point intérieur à (D soit intérieur à (Om, 
cQ/i^i, ... : leurs frontières C|, ..., C/i, ... sont supposées 
sans point double et sans point commun entre elles. 

Le second lemme permet de tracer entre C et C|, C et Cj, . . . 
des lemuiscates L«, L2, ... du tvpe ci-dessus. A Fintcrieur de ces 
lemniscates, et par suite dans les domaines (£)|, . . .^ cD,/, . . . , on 
peut approcher autant qu'on veut de la fonction f{x) au moven 
de polynômes convenables P| (x)f . . . , P/i(j'), .... Par exemple, 
dans ces domaines, on aura respectivement 

|/(x)~i>,(x)|<i, 



1/(07) -P,(:r)|<l, 



et par suite, à la limite, dans le domaine (0^ 

/(.r)= lim PniJr) 



n - te 



(») Gpttinger AacJin'c/ite/i. 1897. p. (i3. 
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011 encore 

/(;r) = P,(a:)-+.[P,(a:)~P,(a-)]-i-...-f-[P„H.i(ar)-P;,(jr)]-h.... 
C'est la série demandée. 

La représentation d'une fonction par la série de M. Runge 
comme par l'intégrale de Gaucliy exigé, pour être valable à l'in- 
térieur d'un contour C intérieur à (0, la connaissance des valeurs 
de la fonction en une infinité dénombrable de points qui doivent 
former un ensemble partout dense sur C. Comment opérer dans 
le cas si usuel où la fonction analvtique est donnée par sa valeur 
en un point intérieur à 6^ et les valeurs de ses dérivées en ce 
point, en d'autres termes par un ensemble dénombrable C de 
constantes 

$(0), g"(o), ..., $w)(o), ..., 

satisfaisant aux conditions voulues pour que le rayon de conver- 
gence de la série de Mac Laurin correspondante, 

ao 

v = o 

ne soit ni nul, ni infini (p. i3^)? 

La connaissance de cet ensemble C suffit à M. Mittag-Lefller 
pour représenter dans tout son domaine d'existence, par une série 
de polynômes, une branche de la fonction analytique définie par 
la série (2) : ce résultat peut encore être établi en partant de l'in- 
tégrale de Cauchy (1). 

Définissons d'abord la branche que représentera le dévelop- 
pement, et pour cela rendons uniforme par des coupures arti- 
ficielles la fonction analytique, en général multiforme, dont la 
série (2) est l'élément initial. Pour déterminer ces coupures, on 
elfeclue le prolongement de ^S{x) le long d'un rayon issu de 
l'origine, c'est-à-dire au moyen de cercles ayant tous leurs 
centres sur ce rayon. S'il se rencontre sur ce rayon un point at 
faisant obstacle au prolongement, on fait une coupure rectiligne 
le long du rayon entre ce point a/ et l'infini. On opère de la même 
manière sur tous les vecteurs issus de l'origine. 

Ces coupures une fois faites, l'ensemble des points du plan 
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qui ne sont situés sur aucune d^elles constitue un domaine d^un 
seul tenant à connexion simple : sa forme lui a fait donner le nom 
d'étoile {'). 

De même qu'à toute série entière (2) ou à tout ensemble C se 
trouve associé un cercle de convergence, de même le procédé 
indiqué fait correspondre à toute série (2) ou à tout ensemble C 
une étoile déterminée [ce sera Y étoile appartenant à l* élé- 
ment 9{x)^ et une branche de fonction analytique uniforme dans 
Téloile, dite branche appartenant à Vêlement ^£{x). 

C'est cetle branche de fonction dont le théorème de M. Mittag- 
Leffler donne l'expression dans toute l'étoile. En voici l'énoncé ('^): 

Une série \] P« (x) ayant pour éléments des polynômes 

* n =0 

v=o 

série qui converge dans toute V étoile, converge uniformément 
dans tout domaine borné intérieur à Vétoile et ne converge 
uniformément dans aucun domaine continu renfermant un 
sommet de Vétoile, représente dans toute l'étoile la branche 
fonctionnelle appartenant à l'élément ^i^{x) ('). 



(*) Si la fonction a des lignes singulières, les points exclus de Tétoile foriiHiiL 
des domaines d'aire différente de zéro. 

(*) Dans rétoile que l'on vient de définir, la série divergente provenant d'une 
série entière prolongeahle est uni/orme {p. i65). Son domaine de sommabilité 
est la région, fermée ou ouverte (renfermant l'origine), qui est limitée par les 
perpendiculaires aux rayons oa^ : on l'appelle polygone de sommabilité (les 
cAtés eux-mêmes du polygone peuvent ou non en faire partie). C/. Borel, 
Séries divergentes, p. vib. Ainsi la théorie des séries sommables de M. Horel, 
au moins sous la forme exposée, ne fournit le prolongement de la fonction que 
dans une partie de l'étoile définie par M. Mittag-Leffler; par contre, dans cette 
région, elle donne une solution plus précise que celle de M. Mittag-Leffler 
(Borel, Séries divergentes ^ p. 168). 

(^) Dans ces polynômes P^, les constantes données Ç(*)(o) qui définissent 
l'élément initial entrent linéairement. Quant aux coefficients c^^, ils sont indé- 
pendants de ces constantes; leurs valeurs numériques peuvent être calculées en 
fonction de /i et de v (et choisies d'une infinité de façons différentes) dès qu'on 
connaît l'étoile. Voir Mittag-Lepflkh, C B., 1899, i" semestre, p. 1212; A. M., 
t. XMII, p. 43, et t. XXIV, p. i83. 

Après que AI. Miltag-Lcfflcr eut énoncé et démontré son théorème, MM. Painlcvé 
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En dehors de l'éloile, celle série peut avoir un sens, sans Ion- 
tefois représenter un prolongement de la branche de fonction 
qu'elle définil. De nouvelles recherches ont fourni à M. Mittag- 
Lefiler d'autres séries qui représentent une branche de la fonction 
dans tout son domaine d^existence et cessent de converger en 
dehors de ce domaine (comme les séries de Tuvlor) (*). 

190. f^a question du prolongement analytique d*un élément 
de Taylor ne se pose pas en dehors du domaine d'existence de la 
fonction définie par cet élément : si Ton veut franchir une cou- 
pure fermée, à la notion de prolongement analytique il faut 
substituer une définition plus large du prolongement, A quel 
point de vue se placer pour obtenir une généralisation qui ne soit 
contradictoire ni avec elle-même, ni avec la notion de prolon- 
gement au sens de Weierstrass? Des propriétés de ce prolonge- 
ment, lesquelles peut-on sauvegarder; comment restreindre le 
problème pour en diminuer Tindétermination (^). 



( C. //.. ifif)9* »•' seriicslre, p. 1^77, et a» sciiiesire^ p. 9a), Borcl {A. E. M, 1899, 
Séries divergentes, Chap. V; C. /?., 1900, !•' scineslro, p. io(ii, ri a" senieslre, 
p. 83o) et Leau {Bull. Soc. Math,, 1899, p. 194) y parvinrent par des voie» plus 
simples. 

Nous l'étal)lirons au Chapitre VIII, en revenant sur les mclliodes de représen- 
tation des fonctions analytiques, dont nous donnons plutôt ici un aperçu général. 

(') yi. if/., t. XXIV (troisième iNotc). 

L^un des avantages fondamentaux de la définition de Weierstrass vient de ce 
que deux fonctions analytiques ne peuvent coïncider le long d^une ligne sans 
être identiques dans tout leur domaine dVxistence. La première représentation, 
donnée par M. Mittag-Leffler (p. 3ao), conserve en partie cet avantage puis<(ue, 
parmi les éléments qui entrent dans la série, ceux qui jouent un rôle essentiel 
dépendent uniquement des singularités. Au contraire de la généralité même des 
modes de représentation indiqués pour le problème général et de la multiplicité 
des solutions résiilte ce grave inconvénient : ces séries peuvent représenter Rérp 
sans être identiquement nulles. 

(') Helalivement & la position même de la question. M. Poincaré objecte 
qu'une fonction à espace lacunaire a dans cet espace une infinité de prolonge- 
ments naturels possibles, et des lors qu'aucun d'eux ne mérite ce nom {Ame^ 
rican J., 189a, p. an). Voici l'énoncé du théorème qu'il a établi : 

« Soient deux fonctions e et '| admettant une ligne singulière essentielle 
fermée C et délinies l'une à l'intérieur, l'autre à l'extérieur de cette ligne. On 
peut trouver deux fondions/ et g admettant ri*«pectivemenl pour lignes sin- 
gulières deux p<M*lions dillerentes de (I (formant à elles deux le contour i\ tout 
entier) ptmvant, par >uile, être jirolongées analytiqucment dans tout le plan et 
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MenlioiinoDS quelques essais (*). 

M. Fabrv fait înlervenir des considéralions de continuité* Soit 
une fonction ayant une ligne singulière analytique L : il définit 
la valeur de la l'onction (ou de l'une de ses dérivées) en un pointa 
de L comme étant la limite, si elle existe, vers laquelle tend la 
fonction (ou Pune de ses dérivées) quand on se rapproche de a 
par un chemin arbitraire non tangent à L. Les points de L se 
trouvent ainsi partagés en points singuliers ordinaires (ce son-t 
ceux où la fonction et ses dérivées ont des valeurs finies et déter- 
minées) et en points singuliers absolus. 

Quand deux fonctions, ayant en commun une ligne singulière L 
et définies, Tune d^un côté de cette ligne, Tautre du côté opposé, 
prennent ainsi que leurs dérivées les mêmes valeurs (valeurs finies 
et déterminées, au sens ci-dessus) sur L, sauf peut-être en des 
points de L formant un ensemble dénombrable /, elles constituent 
une fonction unique; cette fonction reste continue ainsi que ses 
dérivées sur tout chemin qui n*est pas tangent à L et ne passe 
par aucun point de /. Dans ces conditions, une des fonctions est 
regardée comme le prolongement de l'autre. 

I I I ■ - - i- 1 -* 

telles que la fonction /+^, singulière sur C, soit identique avec'o à rinlérieuir 
(le C, et avec 4* à l'extérieur de C. Dès lors, si Ton regardait f -^ g comme défi- 
nissant dans tout le plan une fonction unique, les fonctions arbitraires 9 et 4^ 
se prolongeraient l'une l'autre. » 

m 

Mais M. Borel répond aux raisons données en remarquant que, si une fonction 
admet une ligne singulière essentielle, la définition usuelle de l'uniformité des 
fonctions, en vertu de laquelle une fonction analytique définie par une série de 
Taylor est uniforme lorsqu'il est impossible de trouver en aucun point, par des 
prolongements successifs, deux valeurs différentes de la fonction, devient insuffi- 
sante. Par exemple, soient deux fonctions : l'une f{x) uniforme ayant une 
coupure essentielle L, l'autre g{x) non uniforme et devenant uniforme quand 
on lui donne cette même ligne L comme coupure artificielle. La somme dos 
deux fonctions a la ligne L comme coupure essentielle, et par suite devient 
uniforme du /ail de la super/tosUion des deux coupures. On voit néanmoins 
que cette uniformité est comme accidentelle. 

Ainsi l'on est amené à niodijier et à compléter la définition de runiformitc des 
fonctions, ce qui permettra de ne plus regarder comme uniforme les fonctions du 
type ci-dessus et fera disparaître la difficulté mentionnée (Borel, ^. E. N., '895, 
p. 19; A. M., t. \XIV, p. 363). 

(*) Cf. Fadhy, C. /?., 1899, I" semestre, p. 78. — Picard, C /?., 1899, i" se- 
mestre, p. 193. — BoRKL, A. A'. A., 1S95 et 1899; Leçons, etc., p. 100; C. H., 
1.S99, !" H-mcstrc. p. 'iS'S\ A. M., l. WIV. — Le Hoy, A. T., ujrtn. 
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La transforma lion des séries entières, même de celles à rajon 
de convergence nul, en séries de polynômes conduit M. Borel à 
cléGnir, a priori, des fonctions de variable réelle, pourvues de 
dérivées de tout ordre en tout point d'un segment de Taxe réel, 
complètement déterminées, comme les fonctions analeptiques, par 
leur valeur et les valeurs de leurs dérivées en un point de ce seg- 
ment : les fonctions analytiques en sont un cas particulier. 

Représentons par (M) une pareille fonction : on peut consi- 
dérer des fonctions (M) existant sur un segment placé arbitrai- 
rement dans le plan, aussi bien que sur Taxe réel, puisqu'une 
transformation [:r, (a -h i^)x + y -4- «8] remplace un segment de 
l'axe des x par un segment arbitraire. 

Donnons-nous donc, en un point arbitraire d'affîxe a, un en- 
semble £ de nombres 

Il peut arriver qu*il nV ait dans aucune direction autour de a de 
fonction (M) correspondant à cet ensemble (l'étude de certaines 
séries en décidera). Mais il peut aussi en résulter une fonction (M) 
drfinie sur un nombre limité ou illimité de segments partant de a : 
alors on dit que l'ensemble E définit un élément de fonction (M). 

Deux fonctions (M) étant définies respectivement sur deux 
segments ayant un point commun, l'une est le prolongement de 
Tautre, quand toutes deux ont même valeur ainsi que leurs déri- 
vées en ce point commun. 

Une fonction (M) définie sur un segment peut ne pas exister 
sur un autre segment rencontrant le premier; mais, comme dans 
la théorie de Weierstrass, si le prolongement existe dans la direc- 
tion de ce second segment, il est unique. De plus, si la fonc- 
tion (M) est, dans le voisinage d'un point, analytique sur un 
segment, le prolongement existe, au moins dans le voisinage de 
ce point, sur tout autre segment, et il coïncide avec celui que 
fournit le prolongement analytique ordinaire. 

Appelons ensemble de droites dense dans tout le plan un 
ensemble A de droites tel que les distances de deux points quel- 
conques du plan à une droite convenable de Tensemble soient 
inférieures à un nombre arbitraire £, et considérons les segments 
d'un Ici ensemble intérieurs à un domaine eO d'un seul tenant. 
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Une fonclion (M) sera regardée comme définie et comme uni- 
forme dans le domaine (D, lorsquMl existera une fonclîon (M) 
sur tous les segments d'un ensemble A du t^'pe cî-dessus inté- 
rieurs à (D, et que les fonctions (M) définies sur deux, segments 
se coupant à l'intérieur de cO se prolongeront Tune Tautre. Une 
branche de fonction (M) uniforme dans cO est ainsi complètement 
déterminée par un seul de ses éléments. 

Cela posé, considérons une fonction (M) définie dans un 
domaine (0 et une fonction analeptique / définie dans une por- 
tion S de (D, d'un seul tenant; elles coïncideront dans toute la 
région S, si elles coïncident ainsi que leurs dérivées en un point 
de 8. Or la fonction (M) traverse, par des passages infiniment 
étroits, des coupures de la fonclion f : on pourra la regarder 
comme prolongeant cette fonction en dehors de 8. 

Cette théorie de M. Borel permet de prolonger des séries dont 
le rajon de convergence est nul, et par là de donner un sens aux 
séries toujours divergentes. C'est aussi le résultat qu'obtient 
M. Le Roy (*) en introduisant ses séries divergentes sommables, 
qui rentrent dans la catégorie des séries asymptoliques de M. Poin- 
caré : par l'emploi d'intégrales définies, il fait correspondre une 
fonction bien déterminée à une série entière dont le rajon de 
convergence est nul. 

191. Voici comment on étend aux fonctions de plusieurs 
variables la notion de prolongement analytique. 

Considérons une série de puissances à indices multiples, par 

exemple une série double \^ X/;t(.r — û5)'(Ç — a)*, convergente 

dans un champ double formé par deux cercles associés (Ca, Fa), 
et faisons correspondre deux lignes L et A situées respectivement 
dans les plans x et Ç, et passant par a et a. On y parviendra en 
définissant ces courbes par des équations de la forme 

y*, g^ o, if étant des fonctions convenablement choisies. Soient b 
et p deux points correspondants des lignes L et A, intérieurs au 
champ (Ca, Fa). Si l'on remplace la série donnée par une série 

(') Borel, A. E\ X., 1899, p. 79, 89. 90. — Le Roy, A, T., 1900, p. 408, 417, 4a6. 
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procédant suivanl les puissances de jr — 6 et Ç — fi (*), il pourra 
y avoir, parmi les champs doubles de convergence de la nouvelle 
série, des champs qui sortent du champ initial, et même de tous 
les champs (Co, T^) que Ton pouvait associer à la première série. 
En ce cas, la première série sera regardée comme Télément initial 
d^une fonction prolongée par la seconde série ou second élément. 
Faisons varier de toutes les manières possibles les lignes L et A, 
les points b et ^3. L'ensemble des éléments auxquels pourra 
conduire la répétition du procédé opératoire indiqué définira 
une fonction analytique de plusieurs variables. Son domaine 
d^existence est formé des régions que les cercles de convergence 
pourront recouvrir. II a pour frontière les points des lignes (L, A) 
qui séparent ceux que Ton peut atteindre par un nombre fini 
d'éléments de ceux auxquels on ne peut parvenir (^). 

Au lieu de définir ainsi a posteriori la fonction analytique par 
un système monogène de séries de puissances, on peut faire 
abstraction du mode de génération de la fonction, et regarder 
comme analytique dans un domaine (cD^r, (0^) une fonction 
bornée, analytique par rapport à x dans (0^ quand ^ est fixe 
dans (Dç, et réciproquement ('). 

Mais s*il y a entre les fonctions d^ine et de plusieurs variables 
analogie dans les définitions, il n'y en a plus dans les difficultés 
que présente leur étude. Les propriétés souvent diffèrent : ainsi 
les fonctions uniformes de plusieurs variables n^ont pas de singu^ 
larités isolées, et dès lors n'existent pas dans un continuum arbi- 
traire; elles ont deux types de singularités non essentielles, etc. 
Nous y reviendrons plus loin. 



(') Cette suhslitution est permise. Voir p. 2i3 et 219, ou bien p. 296. 

(') Désignons par R la limite supérieure des rayons des cercles C^ quand les 
rayons des cercles 1\ tcndenl vers o, par /• un nombre positif rationnet infé- 
rieur à R, par p le plus grand rayon associé de /* (p. 226). Les couples (/', p) 
forment un ensemble dénombrable, ainsi que les points {b^y p^) à coordonnées 
rationnelles des domaines | a; — a | < /\ | Ç — « | < p. On peut obtenir toute la 
fonction par les seuls éléments de centres (ô^, ,3^) (p. 3i3) et dès lors par une 
infinité dénombrable de séries. 

(') Cf. OsGooD, Af. A., t. LU, p. 4G2: t. LUI, p. 40 1. 
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